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Eindimensionale Warmeleitung




Kolloquium SS2021

7. Beispiel: 1D Warmeleitung — Fernwarmeleitung

Angabe:

Gegeben: Es wird eine gerade Fernwarmeleitung mit kreisférmigen Querschnitt im Erdreich ver-
legt. Die Temperatur des umliegenden Erdreichs liegt vor dem Einbau konstant bei T, = +5°C.
Die Fernwérmeleitung besteht aus einer Wasserleitung im Inneren und einer umhiillenden Damm-
schicht. Die Wasserleitung weist einen Auftenradius von Ry = 3,05 cm auf. Die Temperatur der
Leitung betréigt dabei T, = +100°C. In der Démmschicht ist ein Material mit einer Warmeleit-
fahigkeit von ky = 0,0275 W/mK verbaut. Der Warmestrom ¢ = —k% darf zwischen der
Leitung und der Warmeddmmung 103,1 W/m? nicht iibersteigen.

Die Losung der zugrundeliegenden eindimensionalen

= —k2L
1 or Waérmeleitungsgleichung in zylindrischen Koordina-
r ten mit in radialer r—Richtung stromender Warme
lautet:
AUSSEN T(r,t)=C tln(L)wLC'
T(T:RL) (7) 1() R, 2
Hinweise: Beachten Sie dabei, dass % = % qilt.

Gesucht ist die notwendige Mindestdicke dw,min [cm] der Wéarmeddmmung, sodass die Oberflé-

chentemperatur an der Aufenseite der Ddmmschicht =~ T, = 45 °C nicht iiberschreitet.

Losung:
Bestimmen von C iiber den Warmestrom ¢(r) = —k % an der Stelle Ry.
C R.L)R
q(Rr) = —kR—l =103,1W/m?> = C;= —% = —114,3473°C/m
L
Temperaturfeld fiir r = Ry, = 3,05 cm formulieren und Cy bestimmen:
T(Ry,t) = 100°C = CiInfe+Cy = Cy = +100°C
T (Ry + dwmint) = +5°C = —114,3473°C/m - In [%] +100°C

= dymin = exp [%] . 305cm—3,05ecm = 3,9502cm
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Kolloquium SS2021

8. Beispiel: Warmeleitung — Warmeiibergangskoeffizienten
Angabe:

Gegeben ist eine in zwei Richtungen (quasi-) unendlich lange Wand mit einer Dicke d = 0,26 m
aus Ziegelmauerwerk (Warmeleitfahigkeit & = 0,2 W/mK) mit einer Oberflichentemperatur auf
der Innenseite von T; = 22°C. Auf der Aufsenseite wird die Wand von einer Aufienluft

(T, = —5°C) umstromt.

T 1 Die stationdre Losung der zugrundeliegenden eindi-
INNEN d _ AUSSEN . I . . .
T — T-_D ~ T—T mensionalen Warmeleitungsgleichung in kartesischen
=T, —
Koordinaten mit ausschlieflich in z—Richtung stro-
' oT mender Warme lautet :
9=—k5z
I __1_ x T(17)=01.’L'+CQ

Gesucht ist der vorliegende duRere Wirmeiibergangskoeffizient B,yssen [W/m?K] der Wand,

wenn sich {iber die Wand ein Temperaturgradient von 2L (z) = —100°C/m einstellt.
Losung:
Zeitunabhingig: M(r) = [ZLE — ¢ =-100°C/m
T(z=0) =22°C= —100°C/m 0m + G,
= (Cy =+422°C

Abstrahlfunktion: Qaussen = Baussen [T (x = d) — Toyssen) = —k Ch
Temperaturverlauf: T (z =d) = C1d+ Tinen
= _k C11 = ﬁaussen [Cl d + ﬂnnen - Taussen]

g B —kCy
aussen [Cl d~+ Tinnen — Taussen]

B —0,2W/(Km) - (—=100°C/m)
~ [-100°C/m - 0,26 m + 22°C — (—5°C)]

=20 W/m?K
— 1/0,05W/m2K
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Ersatz-Kolloquium SS2021
2. Beispiel: Warmeleitung — Umstromte Auftenwand

Angabe:

Gegeben ist eine in zwei Richtungen (quasi-) unendlich lange Wand mit einer Dicke d = 0,22m

aus Ziegelmauerwerk (Wérmeleitfahigkeit & = 0,3W/(Km)) mit einer Oberflichentemperatur

auf der Innenseite von T; = 22°C. Auf der Aufenseite wird die Wand von einer Aufienluft

(T, = —5°C) umstromt. Der dufere Warmeiibergangskoeffizient ergibt sich zu

B. =1/0,04W/(Km?).

Die stationdre Losung der zugrundeliegenden eindi-

INNEN d_ AUSSEN
N sl ~— USS mensionalen Warmeleitungsgleichung in kartesischen
T=T, T=T,
Koordinaten mit ausschlieflich in z—Richtung stro-
_ . 0T mender Warme lautet :
4= ox
_ﬁ___ _ x T($)201$+Cz

Gesucht ist die Temperatur [°C| auf der duferen Wandoberflache (z = d).

Losung:

T (1} = 0) == 22 OC
Abstrahlfunktion: Qaussen

Temperaturverlauf: T (z = d)

= —kC;
= (o
T(x=d)

=C1-0m+ Cy = Cy = +22°C
=Bu [T (z =d) — T,] = —kC,
=Cid+T;
= B, [C1d+T; — T,
_ T -T.] Ba

[k -8B

B [zzoéd]— (=5°C)] - 1/0,04 W/(K m?)

~ [-0,3W/(Km) — 1/0,04 W/(K m2) - 0,22 m]

= —116,3793°C/m

= —116,3793°C/m - 0,22m + 22°C = —3,6034°C
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Kolloquium SS2020
1. Beispiel: Eindimensionale Warmeleitung - Vergleiche von
Wandstarken

Angabe:

Gegeben ist eine unendlich ausgedehnte einschichtige Wand. Die Oberflichentemperatur betrégt

an der Innenseite der Wand T},; = +20°C und an der Aufenwand T,,; = —10°C.

Gesucht:

qgi_ AUSSEN a. Berechnen Sie fiir eine 50cm dicke Hochlochziegelwand

=14 =1L (k=X=0,10W/(mK)) den Warmestrom ¢, in W/(m).
_ oT
q=—k Or b. Berechnen Sie weiteres die erforderliche Dicke einer Wand
’ aus Beton (k=X =2,10W/ (mK)) fiir denselben Warme-
strom.

Losung:
a. Eindimensionaler Warmestrom g, fiir die Hochlochziegelwand:

Qn = gun = ge, = —k'*° - grad(T) = — [kld’fs"grad(T)]ew
mit grad(T) = 0T /0x = (Tewr — Tine)/d folgt der skalare Warmestrom g, zu:
g, = —0,10[(—10) — 20] /0,5 =6 W/m

b. Dicke der Betonwand fiir denselben Warmestrom:

d =dl =Y =K1 (3F) =21 (59
5m

d
- d! =21 =3 =10,
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Ersatz-Kolloquium SS2020
1. Beispiel: Temperaturfeld — Linienquelle
Angabe:

Gegeben ist ein ungeddmmtes gerades Rohr im Erdreich. Die Temperatur des Erdreichs betragt
zu Beginn an jeder Stelle Ty = 15°C. Der Aufsendurchmesser des Rohres ist 200 mm. Die Tem-
peratur an der Oberfliche des Rohres (r = Rgop-) wird plotzlich auf konstant +50°C' erwéarmt.

Fiir verschiedene Zeitpunkte ist das Temperaturfeld wie folgt gegeben:

T (r,t) =Cy (t)ln( r ) + C
RRohr

Gesucht: Ermitteln Sie die Temperatur des Bodens die sich im Abstand r = 2Rg.n, einstellt,

wobei zum Betrachtungszeitpunkt C; = —2,3°C angenommen wird.
Losung:
T (RRohrt) = 50°C = —-2,3°Cln gg—z +C, = O, = 50°C

= T (2Rponrst) = —2,3°CIn Zietx 4 50°C = 48,41°C
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Ersatz-Kolloquium SS2020
2. Beispiel: Warmeleitung — Wand
Angabe:

Gegeben ist eine unendlich lange Wand (Aufbau siehe
Skizze: Ziegelmaterial mit Dicke d, = 25cm, Ddmmma-
terial mit Dicke dy = 15cm). Im Inneren des durch die
Wand begrenzten Gebaudes befindet sich eine dauerhaft
= 80°C. Die Temperatur
an der Aufsenseite der Wand betragt Tp,; = —5°C. Un-

terscheiden Sie im folgenden die Fiélle :—Vf/ = 6 und ,’:—; =

betriebene Sauna mit T;,;

INNEN
T = T‘int

or

ox

AUSSEN
T =Teut

Gesucht: Welches Temperaturprofil stellt sich in der Wand nach unendlich langer Zeit ein? Er-

stellen Sie fiir jeden der Félle eine qualitative Grafik.

Losung:

Gleichsetzen der Warmestrome = ¢f = ¢/, kz; einsetzen und nach Tyepn,; auflosen

qI — _k:Z,i g,r.adT — _kZ’i Tgrenzd,i_ int qII — _kW gTa,dT — _k,W Tewt_Tgrenz,i
kZ,l = GkW kZ’Q = kW
Tint Tmf

80 80

70

60
& Tgrenz,l = 6175700 Bq
5 50 =
© =
g 40 5
of joN
= :
= = Tyrenz ~ 26,88°C
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z-Koordinate
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Kolloquium SS2019
2. Beispiel: Stationare Warmestromung durch ein Rohr
Angabe:

Gegeben ist ein unendlich langes gerades Rohr mit kreisringférmigem Querschnitt (Innenradius
R; = 5cm, Wandstérke des Rohres vernachlassigbar klein) und mit einer auf der Rohraufenseite
angebrachten Warmeddmmung (Wandstidrke der Ddmmung ¢ = 10 cm mit Wéarmeleitfahigkeit
k = 0,05 W/(mK)). Das Rohr wird von Wasser mit einer Temperatur von Tx,o = 60°C (diese darf
hier vereinfacht auch an der inneren Oberfliche des Rohrs angenommen werden) durchstromt.
Die Aufenlufttemperatur (in ,ausreichendem Abstand“ zum Rohr) betrdgt T, = 5°C und der
Wirmeiibergangskoeffizient an der Aufenseite betrigt 8, = 1/0,04 W/(m? K), siche Abbildung.

Die Losung der zugrundeliegenden eindimen-
sionalen Warmeleitungsgleichung in zylindri-
schen Koordinaten mit in radialer r-Richtung
stromender Warme lautet

T(r)y=0C ln(%) +Cs.

AUSSEN B, = 1/0,04 W/ (m?K) '
T, = 5°C

Gesucht:

a. Bestimmen Sie das Temperaturprofil T'(r) im Rohr, mit Auswertung an den Stellen T'(r =
R; +t/2) und T'(r = R; +t), und stellen Sie dieses (qualitativ) grafisch dar.
Hinweis: Der Temperaturgradient ist nicht konstant (Funktion der Koordinate r) und lautet:
VT =0T/or =Cy/r

b. Betrachten Sie fiir das in Punkta ermittelte Temperaturprofil T'(r) den Grenziibergang
B — 0o W/(m? K) und beurteilen Sie den Einfluss des gegebenen Wirmeiibergangskoeffi-

zienten (B, auf das Temperaturprofil.

Hinweis: Fiir den Fall B, — oo gilt, T(r = R; +t) =1T,.
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Losung:

a.

Randbedingung Innenseite: T(r = R;) = Co =Tgoo = T(r) =C1 In (R%) + TH20
Randbedingung Aufenseite:

Ga=PBulT(Ri+1t)—T,], n=e, = qo=P[T(Ri+1)—T,e = k(RC+)er

T(Ri+t) = Ciln (%) + Tieo = BulCi In (%) + Thao — T = —k (7%5)

(T, — T,
C, = Ba( 20) = —50,0571°C

Ri k
Bt (%) + 2

Temperaturverlauf: T'(r) =

(T, —T

B H0) (—) + Toso = —50,0571°C In (—) +60°C
Ri+t k R; R;

ﬁaln(Ri)+Ri+t

T(r = Ri +1t) = 5,0067°C, T(r = Ri+1/2) = 25,3031°C

Temperatur T [°C]
N N & W
(e} (e} (e} (e}

—
[«

o

0 5 10 15 20
Radius r [cm]

_ (Ta - TH2O)
Ri k
In ( R—:t) + <E®mTD

)In(é)—l—Tmo — 50,0632 1n( )+60

In (%) + TH20

Die Konstante C; fiir den Fall 8, = 1/0,04 und B, = oo unterscheidet sich nur um ca. 0.01%.

Somit hat die Beriicksichtigung von 3, nur einen sehr geringen Einfluss auf das Temperaturprofil.
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Ersatzkolloquium WS2016/2017
2. Beispiel: Eindimensionale Warmeleitung
Angabe:

Gegeben ist eine unendlich lange Wand (Aufbau siehe Skizze: Ziegelmaterial mit Dicke dz =
25 cm, Ddmmmaterial mit Dicke dy = 15cm). Im Inneren des durch die Wand begrenzten

Gebaudes befindet sich ein Kiithlraum mit T},; = —20°C. Die Aufenseite der Wand wird durch

Umgebungseinfliisse auf exakt T,,; = 60°C erwarmt.

Gesucht:

a. Bestimmen Sie die Warmeleitfahigkeit k£ fiir das Zie- dz  dw

gelmaterial, unter der Annahme, dass dessen U-Wert

U = 0,60 W/(m?K) bei einer Schichtdicke von 25cm INNEN AUSSEN
T =Tint T'=Tem

betragt.

b. Bestimmen Sie die Warmeleitfahigkeit k fiir das

Dammmaterial, unter der Annahme, dass der Warme- Q z
fluss ¢ = 8,0 W/m? bei AT = 20°C und einer Schicht- )

dicke von 10 cm.

c. Welches Temperaturprofil stellt sich in der Wand nach unendlich langer Zeit ein? Stellen Sie
das Temperaturprofil in der Wand mafstdblich dar. Wie grof ist der Warmefluss ¢ in den

einzelnen Schichten?

Hinweise: Alle beschriebenen Wirmeleitungsprobleme sind eindimensional. Die Wirmetibergangs-

koeffizienten sind zu vernachlissigen. Der Wirmefluss ist in allen Schichten konstant.
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Losung:

a. Warmeleitfahigkeit k fiir das Ziegelmaterial:

k W
U= E_)kZiegel:U.dZO,]ﬁR
b. Warmeleitfahigkeit £ fiir das Dammmaterial:
AT q-d W
q= ke— — kDémmung = = 0,04 —
d AT mK
c. Temperaturprofil in der Wand: Man beachte, dass
der Wéarmefluss in beiden (allen) Schichten kon-
70
stant ist (¢ = const.) Das liefert zwei Gleichungen o0 Tout
(mit Tgren, als der unbekannten Temperatur an der 50
Schichtgrenze): L P
5 30
k Ammung kD E
dDimmung = dll;—g AT = e [Tewt - TgTenz] & 20
ammung dDéimmung é 10
H
) _ KkZiegel . . kZiegel . _m 0 Tyren:
qZiegel = _dZngcl AT = dZiegel [Tgrenz T'znt] 10 /
-20
Gleichsetzen und auflésen nach Ty, ergibt: » Tint L |
0 5 10 15 20 25 30 35 40
W z-Koordinate

Tgrenz = 4a62oc und gDsmmung = 4Ziegel = 14777 E

BEISPIELSAMMLUNG INGENIEURMECHANIK




Thermoelastizitat




Kolloquium SS2021
3. Beispiel: Thermoelastizitat — Vorgehangte Glasfassade
Angabe:

Gegeben ist eine vorgehéingte Glasfassade bestehend aus mehreren nebeneinander angeordneten
Glasscheiben. Die homogenen Glasscheiben sind an der Ober- und Unterseite reibungsfrei in einer
Fiihrungsschiene eingebettet und zwischen den einzelnen Scheiben liegt ein Spalt mit der Breite s
vor. Im spannungs- und verzerrungsfreien Ausgangszustand haben die Scheiben eine Temperatur
von Ty = 20°C. Das verwendete Glas weist eine Querdehnungszahl von v = 0,23, einen E-Modul

von F =T70000N/ mm?, und einen Wirmeausdehnungskoeffizienten von ap = 5- 1076 K™ auf.

2 %
ORI (O NGO RO N0 RO MO MO NI O NIO N0 =eees
reibungsfrei
s s
gelagert
D =240cm B B =80cm B H =320cm
L. & |
€y €y
€. €,
< I ,,,,,,
7 7

Gesucht ist die notwendige Spaltbreite s in [cm]|, sodass es infolge der Temperaturdifferenz
AT = 60K gerade zu einer Beriihrung der angrenzenden Scheiben kommt.

Hinweis: Beachten Sie, dass sich alle Scheiben bei Erwdrmung in gleicher Weise ausdehnen. Das
Figengewicht ist zu vernachldssigen.

Losung:

Einerseits ist links die Ausdehnung um die halbe Spaltbreite moglich (die andere halbe Spaltbreite
wird von der angrenzenden Glasscheibe benotigt) und andererseits ist jene Ausdehnung auch auf
der rechten Seite moglich. Die Normalverzerrung in e,-Richtung sodass es zur Beriihrung kommt

ergibt sich somit zu:

Auflerdem gilt:
Uy =0—¢€y,=0 Opg = Oz = Ogy = Oy = 0y, =0

Beriicksichtigung dieser Randbedingungen im thermoelastischen Materialgesetz ergibt zwei Be-
stimmungsgleichungen, welche schliefslich die gesuchte Spaltbreite s liefern:
vo.
= - Eyy + arAT s = B(v+1)apAT =
=

.
=+ +arAT = 60cm-(0,234+1)-(5-106K1) - 60K = 0,02952 cm

o Wl»
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Ersatz-Kolloquium SS2021
3. Beispiel: Thermoelastizitat — PP-Wasserleitung
Angabe:

Gegeben ist eine temperaturbestandige PP-Wasserrohrleitung (Polypropylen), welche durch eine
Betondecke fiihrt. Der Radius betragt Rgon = 45 mm, die Wandstérke des Rohrs von t << r ist
zu vernachlassigen, die Geometrie des Leitungs-Querschnitts ist der Abbildung zu entnehmen.
Das Material weist eine Querdehnzahl von v = 0,4, einen E-Modul von E = 1400 N/mm? und
einen Wirmeausdehnungskoeffizienten von a = 16-1075 K~ auf. Die Leitung ist in z—Richtung
kontinuierlich gegen Verschieben gehalten, in allen anderen Richtungen sind die Verformungen
unbehindert. Wahrend des Baus wurde der Radius der Bohrung mit

RBohrung = 45,6 mm schmaler ausgefiihrt als vorgesehen.

Betondecke

Hinwers: Die Radiusdinderung ist abhdngig von der
Umfangsinderung: Ar = €,p,Rponr. Ls ist die linea-

risierte Elastizitatstheorie zu Grunde zu legen.

Gesucht: Bis zu welcher Temperaturdifferenz AT [K] kann eine spannungsfreie Ausdehnung der

Wasserleitung garantiert werden?

Losung:
Umfang: AU = €0 URohr = €y (2 RRohr )
= Ar = s =g, BT — o Rpon
Spaltbreite: Ar =5 = Rpohrung — RRohr = 45,6 mm —45,0mm = 0,6 mm
= Epp = T = iEomm = 1,3333 - 1072

Randbedingungen: €,=0 = 0,#0

Axialverzerrung: €,,=0 = % 0., +ar AT = 0,, = — FEar AT
Tangentialverzerrung: &, = 0., +ar AT
= AT = [1+v)ag]™

1

=1,3333-10"2 - [(1+0,4) - 16 - 10° K~} =59,5223K
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Kolloquium SS2020
7. Beispiel: Thermoelastizitat — Glasziegel Spalt
Angabe:

Gegeben ist ein Glasziegel, dessen Oberflachen als reibungsfrei zu betrachten sind. Die Rand-
flichen an der unteren, der linken, sowie der rechten Seite des Glaszeigels beriihren das anschlie-

fende Mauerwerk, wohingegen die obere Randfliche zum anschliefsenden Mauerwerk einen Spalt

s aufweist.
y s % b E-Modul: E = 69000 N /mm?
] %\ Querdehnungszahl: v =0,23
jl2 7 ?2_» Wirmeausdehn.-koeff.: ap =5-10"6K~!
63¢ < R
. | e, Glasziegel Referenztemperatur: To =20°C
u N Glasziegelbreite: b = 500 mm

> ~ Maueroffnungsbreite: h = 600 mm
ﬁ—bi Glasziegeldicke: t =100 mm
Gesucht: Wie grof muss bei einer Spaltbreite s = 0,2mm die Temperaturdnderung AT sein,

damit die obere Randflache des Glasziegels das anschliefsende Mauerwerk gerade beriihrt?

Losung:
Mogliche Verzerrung in Richtung e;: €22 = % =7 = ﬁ’—%,? = 3,33-107*
Verzerrung in Richtung es: €99 = o+ %022 + F 033 + ar AT
€11 = 099 = 033 = 0! = o11 = —-F OlTAT
Einsetzen von €11, 092, 033 und o1 = AT = £22 = 54,22 K

(14+v) ar

BEISPIELSAMMLUNG INGENIEURMECHANIK




Kolloquium SS2020
8. Beispiel: Thermoelastizitat — Kritische Temperatur
Angabe:

Gegeben ist eine homogene Scheibe aus Stahl,
die geméafs nebenstehender Abbildung reibungs- Z Y
2.0 0O O O 0O

frei in einen starren Rahmen eingebettet ist. [ § Stahlscheibe [;
Im spannungs- und verzerrungsfreien Ausgangs- 1 N
zustand hat die Scheibe eine Temperatur von % § E
Ty = 5°C. Der verwendete Stahl weist eine Quer- S 3] s ,\/E
dehnzahl von v = 0,30, einen E-Modul von g u gelagert [
E = 210000 N/mm?, und einen Wéirmeausdeh- e €= E
nungskoeffizienten von ar = 12 - 1079 K=! auf. e, L/i] ey :
Die Festigkeit des Stahls sei durch ein Tresca- - 77 %

%
Festigkeitskriterium mit der Fliefsgrenze d=1cnj  [=15cm

fy=235N/ mm?2 beschrieben.

Gesucht ist die kritische Temperaturdifferenz ATy, < 0 (Fall Abkiihlung) bei der die Stahlschei-
be zu fliefen beginnt.
Anmerkungen: Es ist die linearisierte Flastizitdtstheorie zu Grunde zu legen. Alle Kontaktflichen

sind als reibungsfrei anzunehmen. Das Figengewicht kann vernachlissigt werden.

Losung:
Randbedingungen: Oz =0 und g4y =¢€,, =0
Formulieren der Verzerrungen Eyy = %Jyy + Z 0. + ar AT
€2z = Zoyy + 50, + arAT
Gleichsetzen von g, und €,, = Oyy = 0,y = —E%VAT
Fliekbeginn nach TRESCA, wenn: or—orr — fy =0
orrr =0 O =01 = Oyy = O,

= o1=f =0, = AT = —652778 K
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Kolloquium SS2020
9. Beispiel: Thermoelastizitat — Spannung
Angabe:

Gegeben ist ein zylindrischer, diinnwandiger Glaskorper, siche Abbildung (a), mit offener Grund-
bzw. Deckflache, mit den dargestellten Abmessungen und Eigenschaften. Der Glaszylinder steht
reibungsfrei auf einer fixierten, starren Bodenplatte. Die Oberkante des Zylinders ist in der Aus-

gangslage um die Lange hs von der starren Platte entfernt, siehe Abbildung (b).

Glaseigenschaften:
(a) (b) E-Modul: E = 70000 N /mm?
Lastplatte o Querdehnungszahl: v =0,23
Wirmeausdehn.-koeff.: a7 =5-10"6K™!
v e | = Referenztemperatur: To =20°C
o I R - § T Abmessungen:
4 Bodenplate  Hohe: hy = 600 mm
//”/7"3“\\\ Durchmesser: D = 350 mm
7 \i—/ Glasrohrdicke: ¢t = 7mm

Abstand: he = 0,2 mm

Gesucht ist die Spannungskomponente oy, wenn der Glaszylinder einer homogenen Tempera-

turdnderung von AT = 270 K ausgesetzt wird.

Losung:
Priifen ob Kontakt zwischen Glaskoérper und Lastplatte besteht.
AT =270K Agyy = arAT =1,35-10"3
theor. Au(AT) = Agyy - by = 0,81 mm > 0,2mm = hy
Es besteht Kontakt = Spannungen treten in Richtung ey auf.
Verzerrungen in ey: €,y = ’,:—f = 2% 4 apAT
= 0w = E (}2 — arAT) =7,0-10%- (22 —1,35-107?)

= —71,17N/mm?
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Ersatz-Kolloquium SS2020
12. Beispiel: Thermoelastizitat — Glasziegel
Angabe:

Gegeben ist ein Glasziegel, dessen Oberflichen als reibungsfrei zu betrachten sind. Die Randfla-
chen an der unteren, der linken sowie der rechten Seite des Glasziegels beriihren das anschliefsende
Mauerwerk, wohingegen die obere Randflache frei ist. Aufgrund einer eingepriagten Mauerwerks-

verschiebung wird der Glasziegel um w = 6,5 mm in e; —Richtung zusammengedriigt.

E-Modul: E = 69000 N /mm?
b Querdehnungszahl: v=20,3
es o Wirmeausdehn.-koeff.: ap =5-10"8K™!
es_| - T_» einax. Zugfestigkeit: ftu = 30 N/mm?
t | . €1 Glasziegel einax. Druckfestigkeit:  f,, = 900 N/mm?
“ ) Referenztemperatur: Ty =20°C

- [ b 7 (/ Glasziegelbreite: b = 500 mm

Glasziegelhdhe: h = 600 mm
Glasziegeldicke: t = 100 mm

Gesucht ist die Erwdrmung des Glasziegels (AT > 0), welche notwendig ist, damit Versagen des

Glasziegels eintritt.
Losung:

Priifen des Zustands bei AT = 0K

€11 = _E?(,)%anrnn = —0,013 = 011 =en B = —897 N/mm2

Noch kein Versagen des Glasziegels. Berechnen der Erwarmung, welche zur notwendigen Druck-

steigerung fithrt. Hierbei wird o117 = f., gesetzt.

011 1 —-900 1
AT = (e — =) — = ( —0,013 — =8,70K
(6“ E ) ar ( 0,013 69000) 5-10-6 ~ o710
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Ersatz-Kolloquium SS2020
13. Beispiel: Thermoelastizitat — Volumenanderung
Angabe:

Gegeben ist ein diinnwandiges Glasrohr mit den untenstehenden Eigenschaften, das einer gleich-
mépigen (isothermen) Temperaturdnderung unterworfen wird. Die Abmessungen sind der Abbil-

dung zu entnehmen.

E-Modul: E = 70000 N/mm?
Querdehnungszahl: v=0,23
Wirmeausdehn.-koeff.: a7 =5-10"6K!
Referenztemperatur: To =20°C

Glasdicke: t=0,4cm
Hinweis: Vor der Abkiihlung ist das Rohr spannungsfrei und hat ein

-]
1
N\t
Wi
\
"\
\

h =30 ecm
7/
/
/
[
S
I
T <=
8
\
\
\
N

.7 : ~.| Volumen von Vy = 1131 cm®. Auflerdem bezieht sich der Radius auf
!/ die Mittelebene des Zylinders.
|

Gesucht ist die Volumendnderung AV des Materials bei einer homogenen Temperaturdnderung
von AT = —100 K.

|-
I
<

Losung:

Das genaue Ausgangsvolumen betrigt: AV, = 1130, 9734 cm3. Es wird von einem spannungsfreien
Zustand und einer isothermen Temperaturanderung aus gegangen, hierdurch ergibt sich folgender
Zusammenhang: €;, = €yy = €,,.

= € = arAT =-5-10"1

Var  =h(l+e)m ((ra(l +¢))? — (ri(1 +¢))?) = 1129,2777 cm®

AV = -1,6957 cm?
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Ersatz-Kolloquium SS2020

14. Beispiel: Thermoelastizitat — Scheiben

Angabe:

Gegeben sind zwei Probekorper A und B gleicher Dicke, welche zueinander den Spalt d aufwei-
sen. Probekorper A wird um eine Temperaturdifferenz AT erwéarmt. Auf Probekorper B wird eine
Druckspannung p in e;—Richtung aufgebracht. Die Materialparameter, welche das isotrope ther-
moelastische Verhalten der beiden Korper beschreiben sind ident und lauten: E = 800 kN /cm?,
v=03und ar =2-105 K1

Probekoper A p=0kN/ecm? Prgobekoper B Hinweise: Solang sich die
7/) [OHONONONONONO] l l l l l l ¢ A PTObekérper nZCht berﬁhren’
E\ d—10-2em E liegt in beiden Probekdrper
5 > 5 T ein einazialer Spannungs-
E ATA E i~ zustand in  ey— Richtung
ey EA a=20cm || b=18cm ;5 § vor. Alle Berandungen und
E‘ | VE die  Kontaktflichen  sind
777,77, T T T T T T T 14 retbungsfres.
es e; p=0kN/cm?

Gesucht ist die erforderliche Temperaturdifferenz AT in Probekérper A, die unter der Annahme

p = 0 dazu fithrt, dass sich die beiden Korper gerade beriihren.

Losung:

Randbedingungen: a{} = 0B =0, &5, = 0, 0, = 0 und 04} = 0 = 0 Somit lautet das Hooksche

Gesetz fiir beide Probekérper A und B:

A 1 v v A B 1 v v
€11 E 5 “&| |0 arAT en E "EF F
— v 1 v A A B | — v 1 v
0 =" E E —E 05 + aTAT Eor | = —E E —E of+ 10
A v v 1 A B v v 1
€33 ~F "BA F 0 arAT €33 ~F "BA F
A
ey =0= % + ar AT = 092 = —EapAT4
A,Kontakt _
ey o =4 =00 = Lol 4 apATA = (1+v)arAT4 =  ATA=1923K
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Ersatzkolloquium SS2019
2. Beispiel: Thermoelastizitat
Angabe:

Gegeben sind zwei isotrope Probekorper A und B gleicher Dicke, welche zueinander den Spalt d
aufweisen, sieche Abbildung. Beide Probekoérper werden um eine Temperaturdifferenz AT er-
warmt. Die Materialparameter, welche das isotrope thermoelastische Verhalten der beiden Kor-
per beschreiben, sind der untenstehenden Auflistung zu entnehmen.

Hinweise: In beiden Korpern liegt jeweils ein homogener ebener Spannungszustand in der e;-€g-

Ebene vor. Alle Kontaktfldchen sind reibungsfrei.
Probekorper A Probekorper B

74
0000000 Q000000

O

EA = T00kN /cm?

€2

OO0 00000 O 000000

€

4 S d=10"2em & EB = 1500 kN /cm?
v = 0,20 N > |- H B
A o AT AT N h =20cm v° =0,20
of =1,7-107°K™! : g 5 o
d_. a=18cm _||. b=20cm _p aT:274'10 K
d - e
O o
7

€3

Gesucht:

a. Bestimmen Sie die erforderliche Temperaturdifferenz ATy, sodass sich beide Probekérper
gerade beriihren, und geben Sie die dabei auftretenden Komponenten des Spannungstensors

o und Verzerrungstensors € fiir Probekorper A und B vollsténdig an.

b. Beweisen Sie rechnerisch, dass bei einer Temperaturdifferenz von AT = 20K (>ATgey.) gilt:
|o53] > |osy)-

c. Berechnen Sie die Richtung des plastischen Flusses in Probekorper B fiir den Fall Abkihlung

(AT < 0) und geben Sie die Komponenten von €, in der e;, e;, eg-Basis an.
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Losung:

a

A+ AP =d = ¢efl-a+ef -b=d

Das Hooksche Gesetz fiir Probeképer A und B:

= [af - AT, (1 +v*)]-a+[af - AT,1+v*)]-b=d

“A™ o = —ai
“B™ o, = —aB

Das Hooksche Gesetz fiir Probeképer A und B:

€11 %
0|=1|-%
€33 —5

= AT,

AT, - B4 = —0,126kN/cm?, &f}, =iy = of

€11

0

€33

Gleiche Spannung in e;-Richtung = 0{‘1 = aﬁ = 011:

2.Zeile Hooke: o4 = vA a1y — aff - ATy, - E4,

B

T

AT, - EP = —0,382kN/cm?, ef =ef, =af

_% _% 0 o - AT
% -5 0| + |ar - AT
—5 % 0 ar - AT
— d _
T o (1+vA)-ataB(1+vB)b T 10,602K

CAT,(1+v4) =2,16-107*
AT, (14 vB) =3,05-1074

—% —% 011 O[T‘AT
1 v
E —E 092 + CVT'AT
v 1
—E E 0 OéT‘AT

o =vBoy —af - ATy - EB, mit v4 =08

= o4y = 05, + AT, (o - EZ — o - E4), daraus folgt: |0 > |o4y| da o - EB > of - EA.

C.

B B B .
oy > 071 > 011

B_ _B B _ B _
o7 =03, op=0r;=0

Tresca: = (o7 —orr) — fy =0

1 0 0
E,=A0 -1 0
0 0 -1

er,err,erir

€1,e2,e3
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Kolloquium SS2018
2. Beispiel: Thermoelastizitat
Angabe:

Gegeben ist ein Glasziegel, dessen Oberflachen als reibungsfrei zu betrachten sind. Die Randfla-
chen an der unteren, der linken, sowie der rechten Seite des Glasziegels beriihren das anschlieften-

de Mauer- werk, wohingegen die obere Randfliche zum anschlieffenden Mauerwerk einen Spalt s

aufweist.

Schubmodul:
Kompressionsmodul:

%s Wirmeausdehn.-koeff.:

einaxiale Zugfestigkeit:

Glasziegel

Referenztemperatur:

Glasziegelbreite:

Maueroffnungshohe:
Glasziegeldicke:
Gesucht:

einaxiale Druckfestigkeit:

G =30GPa

K =45GPa
r=5-10"K!

ftu =30 N/mm2

fou = 900 N /mm?

To = 20°C
b= 210mm
h = 250 mm
t = 50 mm

a. Wie grofs muss bei einer Spaltbreite s, = 0,1 mm die Temperaturdnderung AT, sein, damit

die obere Randfliche des Glasziegels das anschliefende Mauerwerk gerade beriihrt?

b. Die Spaltbreite betragt nun s, = 5mm. Aufgrund einer eingeprigten Mauerwerksverschie-

bung wird der Glasziegel um @ = 2,5 mm in e;-Richtung zusammengedriickt. Welche Erwér-

mung AT, des Glasziegels ist notwendig, damit Versagen des Glasziegels eintritt? Geben Sie

den dabei auftretenden Spannungstensor o und den zugehérigen linearisierten Verzerrungs-

tensor € vollstdndig an.

Hinweis: Die Spaltbreite s, in Punkt b ist ausreichend grofS, um an der oberen Seite eine

Beriihrung des Mauerwerks zu verhindern.

c. Ermitteln Sie die Volumendnderung des Glasziegels, welche dem in Punkt b berechneten

Verzerrungszustand entspricht.

Losung:
E = J5& = 73636, 36 N/mm?, v = 2526 — 0,2273
a. €422 = ( — 250 01 =4,0016 - 107, AT, = 1?:’32@ - (1+%J?2O21$?;;-05Tf0—6 = 65,21K
b. sbu——% —m =—1,19-1072 ab,n——fw:—QOON/mmz
ep11 = £0b11 + ar - AT, = AT, = —(€b11 — 21) = 64,44 K
Eb22 = Eb33 = —50p11 + arAT) = S22 + 51070 - 64,44 = 3,100 - 10~°
—1,19- 1072 0 0 —900 0 O
€p = 0 3,100- 1073 0 , Op= 0 0 0 [N/mm?
0 0 3,100 - 1073 0 00
. AV =b-(h—sp)-t- (1 +ep11)(1+ep22)(l +ep33) — 1) = —14,83cm?®
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Ersatzkolloquium SS2018

1. Beispiel: Thermoelastizitat

Angabe:

Gegeben sind zwei isotrope Probekorper A und B gleicher Dicke, welche zueinander den Spalt d
aufweisen, siche Abbildung. Probekérper A wird um eine Temperaturdifferenz AT erwarmt. Auf
Probekorper B wird eine Druckspannung in es-Richtung aufgebracht. Die Materialparameter,
welche das isotrope thermoelastische Verhalten der beiden Korper beschreiben, sind der unten-

stehenden Auflistung zu entnehmen.

Hinweise: Es liegt ein ebener Spannungszustand vor. Mit Ausnahme der belasteten Rdnder wird
in allen anderen Rdndern die Verschiebung normal auf die Berandung verhindert. Alle Beran-

dungen und die Kontaktflichen sind reibungsfrei.

Probekorper A p=0,5kN/cm?  Probekérper B EA = 700kN /cm?

7/)()()()()()()() ¢¢¢¢¢¢¢ VA=0725

(@)

S A=17-10°K1
A d=10"2cm|| or o7+ 10
g ATA h =20cm
0
e d. a=20cm || b=18cm EB = 1500 kN /cm?
0
B _ 92
e, Somemenomenomene ﬁﬁﬁﬁ??? Z v 0,20
€3 B 2
p = 0,5kN/cm? fy =4,0kN/cm
Gesucht:

a. Bestimmen Sie die erforderliche Temperaturdifferenz AT# in Probekorper A (bei gleichzeiti-
ger Belastung p auf Probekorper B), sodass sich beide Korper gerade beriihren, und geben
Sie die dabei auftretenden Komponenten des Spannungstensors o und Verzerrungstensors &

fiir Probekdrper A und B vollstdndig an.

b. Bestimmen Sie den Laststeigerungsfaktor \ fiir die Druckspannung p (bei AT = 10K),
sodass es in Probekorper B zum Flieken (nach TRESCA) kommt. Ermitteln Sie die Richtung

des plastischen Flusses und geben Sie die Komponenten von €, in der ey, err, err-Basis an.

Hinweis: Uberpriifen Sie rechnerisch, ob sich beim Versagen von Probekérper B (bei ATI;4 =
10 K) die beiden Probekérper beriihren.

c. Wiirde sich der Laststeigerungsfaktor A aus Punktb bei Nicht-Beriihrung oder Beriihrung

der beiden Probekorper vor dem Versagenszeitpunkt dndern? Begriinden Sie Thre Antwort.
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Losung:
a. Ubergangsbedingung: € -a +¢B -b=d
Das Hooksche Gesetz lautet fiir beide Probekoéper A und B:

4] [# -5 5] [o] [erar] [&] [& -5 -2] [c
o|= |5 a | o+ [arar| |a|=|-m & 2] |
ed E_i —g1 A 0 af - AT el —E_]IBB _E_]; 5 0

Die Komponenten sémtlicher Tensoren beziehen sich auf die ey, ey, e3-Basis.

= [af - AT,(1+ )] -a+ [VB/EP -p] -b=d = AT, = “L2/20 20 _ 94 706

[a?(1+VA)]-a
“A oy = —ait - AT, - EA = —0,246 kN /cm? | et =4, = af - AT, (1 +v4) =4,4-107*

“B” 0B = —p=—05kN/cm?, &8 =¢B =vB/EB.p=067-10"%, &8 = —p/EP =333.10~4

b.

of > o8 > o8 10 O
o8 =0, oB;=-p=-0,5kN/cm? Ex2=100 0
=>)\(0'I—0'11[)—fyB=0 =>)\=8,0 0 0 -1

er,err,errr

Al = a4 - ATy (1 +v4) - a=0,425-10"2cm
AP = [-vB/EB . (=Ap)] -b=0,96-10"2cm — Alf + Al >d — Beriihrung
c. Die Beriihrung hat auf den Laststeigerungsfaktor (bei Versagen nach TRESCA) keinen Einfluss,

da immer gilt: 08 = 0 und 0Z; = —Ap (keine Beriihrung: o0&, = 0, Beriihrung: 0 > o2, > —vB)\p)
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2.Kolloquium WS2016,/2017
2. Beispiel: Thermoelastizitat und Elastoplastizitat

Angabe:

Gegeben sind zwei isotrope Stahlscheiben (Dicke ¢ = 1,0 cm), siehe Abbildung. Auf Scheibe 1
wird eine horizontale Belastung ¢ = 1,0kN/ cm? aufgebracht. Scheibe 2 wird um AT = 100K
erwarmt. Die Materialparameter lauten: £ = 21000 kN/cmz, v =025 ar =12-10 K™ und

f, = 35,5kN /cm”.

LLLL L L L

q Scheibe 1 q

‘-

Scheibe 2

50cm Ay = 30cm

N }Lg

Gesucht:

1. Bestimmen Sie die numerischen Werte der Spannungs-
tensoren o und der Verzerrungstensoren € fiir beide

Scheiben.

2. Welche Belastung ¢ muss (bei AT = 0K) auf Scheibe
1 aufgebracht werden, sodass es gerade zum Fliefen
(nach TRESCA) kommt (g soll dabei in Scheibe 1 in z-
Richtung eine Zugspannung erzeugen)? Ermitteln Sie
die Richtung des plastischen Flusses und geben Sie die

Komponenten von €, in der e, e,, e,-Basis an.

Hinweise: Es liegt ein ebener Spannungszustand vor. Mit Ausnahme der belasteten Rdinder wird

an allen anderen Rdndern die Verschiebung normal auf die Berandung verhindert. Alle Beran-

dungen und die Kontaktflichen sind reibungsfrei. Aufgrund der Gleichgewichtsbedingungen in den

Kontaktfliichen sind die Druck-Normalspannungen der beiden Scheiben in y-Richtung gleich grof§

— die Kontaktfliche kann jedoch keine Zug-Normalspannungen tbertragen. Verwenden Sie die

linearisierte Elastizitdtstheorie.

BEISPIELSAMMLUNG INGENIEURMECHANIK




Losung:

L =Alyy1 = Alyy2 = —€yy1h1 = gyy2ho

Oyy = Oyy1 = Oyyo = —20,585 kN /cm?

—1,0000 0 0
o= 0 —20,585 0 | kN/cm?
0 0 0

L des,eye;

[ 30346 0 0

oy = 0 —20,585 0 | kN/cm?
0 o o]
[ 01974 0 0
ei=| 0 —09684 0 .10-3
0 0 02570
(0 0 0
2= |0 05810 0 .10-3
0 0 18063

2. p=—35,5kN/cm”

or=-—-p,orr=o0r =0
1 0 0
=10 -1 0
0 0 -1

€z,€y,ez

BEISPIELSAMMLUNG INGENIEURMECHANIK




2. Kolloquium WS2015/2016

3. Beispiel: Gasgefiilltes Stahlrohr:
Angabe:

Gegeben ist ein 100m langes zylindrisches Stahlrohr (an den En-
den ist das Rohr offen). Ein Stiick des Rohres ist in der nebenste-
henden Abbildung dargestellt. Das Rohr ist in z-Richtung konti-
nuierlich gegen Verschieben gehalten (reibungsfrei), in allen ande-
ren Richtungen sind die Verformungen unbehindert. Es ist einem
Innendruck p; = 1,5 MPa sowie einer homogenen Temperaturande-
rung (im Fall 1: Erwdrmung um AT = +12 K, im Fall 2: Abkiihlung
um AT = —12K) ausgesetzt.

Der Stahl des Rohres weist einen E-Modul von E = 210 GPa, einen
Schubmodul von G = 87,5 GPa und einen Wérmeausdehnungskoef-
fizient von ar = 13 x 107° 1/K auf. Die Festigkeit kann durch das
Tresca-Festigkeitskriterium mit der Schubfestigkeit f; = 280 MPa

beschrieben werden.
Gesucht:

1. Berechnen Sie die erforderliche Dicke e, bei 1,5-facher Sicherheit gegen Fliefen nach der
Hypothese von Tresca. Unterscheiden Sie dabei die Félle Erwdrmung und Abkiihlung.

2. Ermitteln Sie die Richtung des plastischen Flusses fiir ¢ = .,y unter Annahme assoziierter

Plastizitdt und geben Sie die Komponenten von &, in der e, e,, e,-Basis an. Unterscheiden

Sie auch dabei die Falle Erwdrmung und Abkihlung.

Es ist linearisierte Elastizitdtstheorie zu Grunde zu legen und mit einem ebenen Spannungszustand

in der Mantelfliche (p-z Ebene) zu rechnen.

BEISPIELSAMMLUNG INGENIEURMECHANIK
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Losung:

a. Das Rohr ist in z-Richtung gegen Verschieben gehalten — €,, = 0.
Auswerten des Hookesches Gesetz liefert:

€22 = %(Jzz - VU<P<P) + aTAT =0 — Ozz = _aTAT B+ VO

Fall 1: Erwdrmung

Omaz = Oy, Omin = 04, (Druck wegen Behinderung!)

Einsetzen in das Tresca Kriterium: f(o) = 1,5(0maz — Omin) = 2fs = 0pp = 57, 17N /mm?
Die erforderliche Dicke: ¢t = (’;"—R = 13 mm

Fall 2: Abkiihlung

Omazs Omin = Orr = 0 Es ist zu Beginn unbekannt, ob o, oder o,, grofer sind.

Einsetzen in das Tresca Kriterium: f(o) = 1,5(0maz — Omin) = 2fs = Omaz = 373,33N/mm?
Einsetzen in 0,, = —arAT - E 4+ vo,, und Vergleich von o,, und o, liefert:
Omaz = 02z = 373,33 N/mm” > 228,67 N/mm?* = o,,,

Die erforderliche Dicke: t = % = 3,28 mm

b. Richtung des plastischen Flusses:

Fall 1: Erwdrmung

01 = Oy, O11 = Opp, O[] = Oz

10 O 00 O
=10 0 0 =101 0

0 0 -1 0 0 -1

erernerrs er,ep.es

Fall 2: Abkiihlung
O] = Oz22, 011 = Oypyp, O1I] = Opr

10 O -1 00
=10 0 0 =10 00

0 0 -1 0 01

€er,err,errr €r,€p,ez
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Ersatzkolloquium WS2015/2016
3. Beispiel: Thermoelastizitat:
Angabe:

Gegeben sind zwei isotrope Stahlscheiben gleicher Dicke. Auf Scheibe 1 wird eine horizonta-
le Druck-spannung p = 0,5kN/cm? aufgebracht. Scheibe 2 wird um eine Temperaturdifferenz
AT = 10K erwarmt. Es liegt ein ebener Spannungszustand vor. Mit Ausnahme der belasteten
Rénder wird an allen anderen Réndern die Verschiebung normal auf die Berandung verhindert,
siehe Abbildung. Alle Berandungen und die Kontaktflache sind reibungsfres.

Materialkennwerte Scheibe 1: E = 210 GPa, v = 0,30; ar = 12-107°K™!; f, = 35,5kN/cm?
Materialkennwerte Scheibe 2: E = 190 GPa, v = 0,27; ar = 12-107°K™!; f, = 35,5kN/cm?

LLLLL L L L L

v

p . Scheibe 1 | | p g Gesucht:
£ o S
] Bl ;L 1. Geben Sie die Spannungs- und Verzerrungszu-
Scheibe 2 O : stdnde in beiden Scheiben an!

O =
O 8 . . . .
o o 2. Um wieviel Prozent muss die Temperaturdiffe-
o
o renz erhoht werden, damit in einer der Scheiben

Versagen nach TRESCA eintritt?

Hinweise: Aufgrund der Gleichgewichtsbedingungen in der Kontaktfliche sind die Normalspan-
nungen der beiden Scheiben in y-Richtung gleich groff. Ausknicken in z-Richtung wird verhindert.

Verwenden Sie die linearisierte E-Theorie.
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Losung:
3. Beispiel: Thermoelastizitit
3.1 Spannungs- und Verzerrungszustdinde
: ) _ 2 _ _ _
Scheibe 1: 0451 = —0,5kN/cm?, 0yy1 = Oyy2 = Oyy, Ozy1 =0
1 1
€rz1 = g; (Orz1 = V10yy1), €1 = 37 (Oyy1 — V10221
Scheibe 2: £;49 = 0 wegen Behinderung in z-Richtung, oy 2 = 0yy1 = 0yy, €222 =0
1
Exz,2 = E_Q(O-ZLQ — 1/20'yy’2) + aTAT —> Ozz2 = —EQOzTAT + Va0 yy
1

Eyy’g = E%(O'yy’g — I/lo'wx,g) = —2 [ayy — Uy (—EQCI{TAT + VQO'yy)] + QTAT

—Aly%l = Alyy,z — —€yy,1h1 = Syy,ghz

- {Ell((]yy — Vlam,l)} hl = {ELQ [ayy — Uy (—EQOATAT + Vzayy)] + O{TAT} hg

— 0,y = —19,7539kN /cm?

Oop1 = —0.5kN/cm?, £,01 = 2,5839- 1074, £,,,1 = —9,3352- 1074, ¢,,; = 2,8934 - 10~
Ozz2 = —28,1336 kN/cm2, €zz,2 = 0, Eyy,2 = 5,6011 . 10_4, €222 = 0,0019

3.2 Zuldssige Temperatur

Scheibe 1: o1 =0, o777 = —19,7539kN /cm? — f(o) = 07 — o1 — fy = —15,7461 < 0

Scheibe 2: g1 =0, o777 = —28,1336 kN /cm? — f(o) = o1 — o111 — fy = —7,3664 < 0 mafgebend
5 A =1,2618

ATy = MAT = 12,618K — 26,2%
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2.Kolloquium WS2014/2015
3. Beispiel: Festigkeit, Thermo- und Elastoplastizitat:
Angabe:

Gegeben ist eine homogene Scheibe aus Stahl, die ge- p

V7
méf nebenstehender Abbildung in einen starren Rah- 1 F/ e
men eingebettet ist. Im spannungs- und verzerrungsfrei- G E
en Ausgangszustand hat die Scheibe eine Temperatur von g E
o

_ o . . _ o [:
Ty = 20°C. Der verwendete Stahl weist eine Querdeh c; reibungsfrei ~/f
nungszahl von v = 0,30, einen Schubmodul von G = < gelagert E
87,5 GPa und einen Wérmeausdehnungskoeffizienten von e E

_ _5 . . . ex
ar =13 x 107 1/K auf. Die Festigkeit des Stahls kann J E/
durch ein von Mises-Festigkeitskriterium mit Festigkeit- 4 7

dzlcnj [=15cm

sparameter k = 136 MPa beschrieben werden.

Gesucht:

1. Berechnen Sie die kritische Temperatur bei der die Stahlscheibe zu flieken beginnt. Unter-
scheiden Sie dabei die beiden Fille Erwdrmung der Stahlscheibe TE >T, sowie Abkiihlung
T]::. <Tp.

2. Ermitteln Sie die Richtung des plastischen Flusses &? fiir T = T/ unter Annahme assozi-
ierter Plastizitét und geben Sie die Tensorkomponenten von € in der Basis e, e,, und e,

all.

Anmerkungen: Es ist die linearisierte Flastizititstheorie zu Grunde zu legen. Alle Kontaktfld-
chen sind als reibungsfrei anzunehmen. Das Eigengewicht kann vernachlissigt werden. Mogliches

Ausknicken der Stahlscheibe wird konstruktiv verhindert.
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Losung:

0 0 O
Aus der Lagerung folgen Spannungstensor o= |0 o,, 0
0 0 o,
€z 0 0
und Verzerrungstensore=| 0 0 0
0 00

Auswertung des Hookeschen Gesetzes (2. und 3. Zeile) liefert ein Gleichungssystem:

0= %ayy — £0., +arAT sowie 0 = — Loy, + %azz + arAT.

Autflsen ergibt oy = 0,, = —2Z8TE it B = 2G(1 + v) = 227 GPa.

2. Invariante des Spannungsdeviators Jy = %Uzy = VL= :I:\/go‘TlA%

Einsetzen in von Mises Kriterium v/J; — k = 0 mit AT = AT}, ergibt AT}, = :I:%3 =
+5,58°C.

kritische Temperatur Erwirmung: T2 = Ty + |ATi,| = 25,58°C, Abkiihlung T2 = T —
|AT},| = 14,42°C

bei assoziierter von Mises-Plastizitit gilt g = 1/J — k und daher &? = )\#Es
Fiir T = T2 folgt oy, = 235,24 MPa und /J, = k = 136 MPa
—%ayy 0 0 —-0,577 0 0

mit dem Spannungsdeviator s = 0 %Uyy 0 folgt ¥ = A 0 0,288 0
0 0 3oy 0 0 0,288
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2.Kolloquium WS2013/2014
2. Beispiel: Thermoelastizitat:

Angabe:

Gegeben sind zwei Probekorper ,A“ und ,B“, die geméfs Abbildung in einem starren Rahmen

eingebettet sind. Die Materialparameter, welche das isotrope thermoelastische Verhalten der bei-

den Korper beschreiben, sind der untenstehenden Auflistung zu entnehmen.

Anmerkung: Alle Kontaktflichen sind als reibungsfrei zu betrachten. Es ist ndherungsweise ein ho-

mogener Spannungszustand anzunehmen. Die Spannungstensorkomponente in der es-Richtung ist

gegentiber den Spannungstensorkomponenten in der e1- und es-Richtung vernachldssigbar klein.

€2

€3

Gesucht:

€

Probekorper ,, A Probekorper ,,B

N

QOO0 00000

[ONOHONONONO) (‘)")OOOK)OO
U \

®

d=10"cm|| .

ik ®

a a ®

®

a=10cm || a e

v Y K

OO0 00000 OOOOOOOO/

%

EA =7GPa
vA =025
af =1,7-1075K™!

EB =15GPa
vB =0,20
af =5-10"6K!

1. Die Grenztemperaturdnderung AT, sodass sich die beiden Korper gerade beriihren.

2. Die Verzerrungstensorkomponente des Probekérpers ,A“ e£,, in Abhiingigkeit von der Ver-

zerrungstensorkomponente des Probekérpers ,B“ €2, und von der Temperaturinderung
AT, bei Erwdrmung um ATy > AT;.
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Losung:
Der Nachgiebigkeitstensor D

hat folgende Komponenten:

5 —5 O
D=|-2 1
0 0 1+v

€1,e2,e3
mit Elastizitdtsmodul E und Querdehnungszahl v des jeweiligen Korpers.

Die Komponenten sémtlicher Tensoren bezichen sich auf die ey, ey, e3-Basis.

et 0 af - AT el 0 aB . AT
1) ESZ: 0|=D-|of| + |4 AT 0|=D-|d8| + |aZ AT
0 0 0 0 0 0
I/A l/B
g5y = —%a(ofy +033) + ap - AT e = —%5(of +05) + af - AT
—4
(e +efi)a=d= ATy = a%(1+uA1)2ra¥(1+uB) = 367K
et ot oaf - ATy eB aB al - ATy
2) ESZ: 0[=D-|o4|+ a2 ATy 0=D-|of| + |of ATy
0 0 0 0 0 0
efy = —La(oft +0f) +aft - AT el = — L3 (0f +oB) +of - ATy

ofi = o8 = &f} =2,0926e8 + 8,6942 - 1075AT;
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2.Kolloquium WS2012/2013
1. Beispiel: Thermoelastizitat:

Angabe:

Gegeben ist ein Glasziegel, dessen Oberflichen als reibungsfrei zu betrachten sind. Die Randfla-

chen an der oberen, der unteren, sowie der rechten Seite des Glasziegels beriihren das anschlieften-

de Mauer- werk, wohingegen die linke Randflache des Glasziegels zum anschlieffenden Mauerwerk

einen Spalt mit Breite s aufweist. Abmessungen und Materialkonstanten des Glasziegels sind der

Abbildung zu entnehmen.

A2Mauerwerk

3 —yruog !

S [

!

!

!

!

| !

\ |_-Glasziegel
| = /\'\/
!

!

!

!

!

!

Gesucht:

Schubmodul:

Kompressionsmodul:

G =30GPa

K =45GPa
Linearer Warmeaus-

ar=>5-10"K™*
fru =30N/ mm?
einaxiale Druckfestigkeit: f., = 900N/ mm?

dehnungskoeffizient:

einaxiale Zugfestigkeit:

Referenztemperatur: Ty = 20°C

Mauerlichte: b =200 mm
Glasziegelhohe:  h = 250 mm
Glasziegeldicke: ¢ = 50mm

1. Wie grofs muss fiir eine Spaltbreite s = 0,1 mm die Temperaturianderung AT, sein (aus-

gehend von der Referenztemperatur Tj), damit die linke Randfliche des Glasziegels das

anschliefende Mauerwerk gerade bertihrt (hier gilt u, = 0).

2. Aufgrund von Materialversagen im Mauerwerk verschiebt sich die obere Randfliche des

Glasziegels um u, 92 = 3mm. Bei welcher Erwérmung AT, des Glasziegels tritt Versagen ein

(ausgehend von der Referenztemperatur Tp), wenn die Spaltbreite nun s = 3 mm betragt?

Geben Sie den dabei auftretenden Spannungstensor o3, und den zugehorigen Verzerrungs-

tensor € an.

3. Ermitteln Sie die Volumsédnderung des Glasziegels, die dem in Punkt 2 berechneten Ver-

zerrungszustand entspricht.
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Losung:

E= K = 73636 36 N/mm?, v = 3226 — ,2273

a1l 50025107%
€a,11 = (bis) = 200 01 = 5,0025-107%, AT, = (li-ul)laT (140,2273)-5:10-6 81,52K

5b,22=_uLh2: 250 -1,2-107% 092 = — fere = —900N/mm?
Eb22 = 5Ob22 +ar - ATy = ATy = -(ep20 — 75°) = 44,43K

€b,11 = Eb33 = — 5022 + arAT) = %520 + 5107 - 44,43 = 3,0003 - 1073
3,0003 - 103 0 0
& = 0 ~1,2-1072 0
0 0 3,0003 - 103
0 0 0
o,= 1|0 —900 0 | N/mm?
0 0 0

AV = (b — 8) -h-t- ((1 + Eb,ll)(]- + 8(,’22)(1 + 5b,33) — ].) = —14,93 cm?
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2.Kolloquium WS2011/2012
1. Beispiel: Thermoelastizitat:
Angabe:

Gegeben ist ein zylindrischer, diinnwandiger Glaskorper mit offener Grund- bzw. Deckfldche, mit
Abmessungen h = 500 mm, D = 250 mm, und ¢ = 5 mm, siehe Abbildung (a). Der Glaszylinder
steht reibungsfrei auf einer fixierten, starren Bodenplatte. Die Oberkante des Zylinders ist in der
Ausgangslage 0,25 mm (hy) von einer starren, zunéchst unverschieblichen Lastplatte entfernt,
siche Abbildung (b).

Glaseigenschaften:

Schubmodul: 28,5 GPa

(@) (®) Querdehnungszahl: 0,23

Lastplatte =

&

Bodenplatte

linearer Warmeausdehn-
ungskoeffizient: 5-1076 K1

hl

einaxiale Druck-
festigkeit: 900 N/mm?

einaxiale Zug-
festigkeit: 30 N /mm?

Gesucht:

1. In der unverformten, spannungsfreien Ausgangslage weist der Zylinder eine Temperatur
Ty = 25°C auf. Auf welche Temperatur T, muss der Zylinder erwdrmt werden, damit er
die Lastplatte gerade beriihrt? Wieviel Prozent der mafsgeblichen Festigkeit sind erreicht,

wenn der Glaszylinder auf T, = 250°C erwarmt wird?

Hinweise: t < D, lineare Elastizitéitstheorie, reibungsfreier Kontakt zw. Glas-Lastplatte.

2. Die Temperatur des Glasyzlinders wird auf T' = T, gesteigert und anschlieffend konstant
gehalten. Uber die nun verschiebliche Lastplatte wird zusitzlich eine Einzelkraft P, P =
—|P|ey, in den Zylinder eingeleitet. Wie groft muss P sein, damit gerade Materialversagen

eintritt.

3. Fiir einen anderen Versuchskorper mit unbekannter Geometrie und Belastung ist der Elas-
tizitdtsmodul F = 65GPa und der Schubmodul G = 20 GPa gegeben. Begriinden Sie
rechnerisch, warum diese Parameter linear-elastisches, isotropes Materialverhalten nicht

zuléssig beschreiben.
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Losung:

Lin. Verzerrungstensor: €99 = %;l = % =5.10"*

Hooke: AT = 22 = 390 = 100K = 100°C — T, = T + AT = 125°C.
Ebener Sp.zustand: €92 = — 011+ %022 + apAT; reibungsfr. Kontakt, unbehinderte Verformung

70110022+5 1076 -125 (oder 5-1074 70110022+5 1076 . 225)

— 099 = —43,82N/mm? =282 — 4 87%

in z1-Richtung: 0 =

ohuch = pBruch /4y pBruch — gBuch . 4 = 900 - 250 - 7 - 5 = —3,53 MN (Druckkraft)

E =65 GPa, G = 20 GPa — Stabilitétskriterien nicht erfiillt (A < 0, K <0, v > 0,5)
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Ersatzkolloquium WS2007 /2008
3. Beispiel: Glaszylinder unter Temperaturbeanspruchung:
Angabe:

Gegeben ist ein offener diinnwandiger Glaszylinder
(Elastizitdtsmodul E = 70 GPa, Querdehnungszahl v =

0,23, linearer Wéarmeausdehnungskoeffizient az = 5 -

1078 K71), der einer gleichmiifigen (isothermen) Tempe-
raturdnderung unterworfen wird. Die Abmessungen der

Mittelflache des Zylinders sind der Abbildung zu entneh- - _

=30 cm
7/

!

\
AN

h

men. Die Glasdicke betrdagt t = 5 mm. In der Berechnung

ist t < r zu beriicksichtigen. .- ‘ T~

Die einaxialen Druck- und Zugfestigkeiten des Glases be- - \__/
|

tragen: fe, =900 N/ mm?  und ftu =30 N/ mm?. ‘

Gesucht: (Anmerkung: Vor der Abkiihlung ist die Struktur spannungsfrei)

1. Wie grof ist (a) die Umfangséinderung des Zylinders und (b) die Volumenédnderung des

Materials bei einer Abkiihlung von 50 K. Hinweis: Die Verformungen sind unbehindert.

2. Der Glaszylinder wird durch einen fix verbundenen Glasboden an einem Ende verschlos-
sen. Die gesamte Struktur wird einer Abkiihlung von 50 K unterworfen. Wie grofs ist die

Umfangsverzerrung?

3. Bei welcher Temperaturdifferenz bricht der Glaszylinder bei einer Abkiihlung, wenn seine
Umfangsverformung bei Erreichen einer Umfangséinderung von 0,1 mm verhindert wird?
Die Verformung in Axialrichtung (Hohe) des Zylinders wird dabei nicht behindert. Geben
Sie den Spannungs- und den Verzerrungstensor in Matrixschreibweise fiir diesen Zustand

an.

Losung:

1. AU =¢,, U = —0.236 mm, AV =V, — V = 1.06 cm3

2. Boden besteht auch aus Glas, daher keine Behinderung der Verf. = ¢,, = —0.025 %

3. Mit eme® = —0.0106 %, 04z = fru = 30N/mm?, o,y = 0, 74y = 0 = 7, = 0 liefert das
HooKkE’sche Gesetz fiir ESZ: AT = —107K, g, = €,, = —0.0633 %

30 0 0 -1.06 0 0
o= [ 00 0] N/mm’, &= [ 0 -633 0 |[-10*
0 00 0 0 —6.33
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Viskoelastizitat




Kolloquium SS2021

4. Beispiel: Viskoelastizitat — STB-Stutze

Angabe:

Gegeben ist eine Stahlbetonstiitze (Linge lp = 320 cm, Querschnittsfliche A = 800 cm?) als
Tragelement der Unterkonstruktion eines Sprinklertanks. Die Stiitze wird durch eine Einzelkraft
P belastet. Der zeitliche Verlauf der Kraft P(t) kann dem nachfolgenden Diagramm entnommen
werden. Die Stahlbetonstiitze soll auf der Grundlage des Maxwell Modells mit den Materialkenn-
werten: Epw = 3200kN/ cm?, nuw = 8- 108 kN d/ cm? untersucht werden.

AO’l
e(t) = J*(t — tg)Aop mit: Aop = ———
AP(t) ( ) ( 0) 0 0 (tl - 750)
g t—to) (t—to)?
—1800kN J*(t — to) = (t —to +
*1 Eyw 2w
Ao
t
to - Od tl g

Gesucht ist die Langenidnderung der Stahlbetonstiitze Al(t;) in [cm] fiir den Zeitpunkt ¢; = 20d.

Losung:

Die Verzerrung e(t; = 20d) ergibt sich mit der Kriechfunktion J*(¢; — ) (mit dem Belastungs-
zeitpunkt ¢y und dem Betrachtungszeitpunkt ¢;) und der Steigung Aoy zu:

— _1\2
e(t; =20d) = _|_[t1 t0+(t1 to)] Aoy

Eyvw 20w |t — o

20-0 , (20-00] =22
3200 ' 2-8-105[20—0

Mit Hilfe der ermittelten Verzerrung folgt die gesuchte Langendnderung mit:

Al = e(t; =20d)l, = —0,000706-320 = —0,2259cm
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Kolloquium SS2021

5. Beispiel: Viskoelastizitat — Eichen eines 4-Parametermodells
Angabe:

Gegeben ist eine Betonprobe die ab dem Zeitpunkt 3 = 0 konstant mit einer einaxialen Druck-
beanspruchung Aoy = —10kN/ cm? beansprucht wird. Das Kriechverhalten des Betons lasst sich
durch das nachfolgend dargestellte Feder-Dampfer Modell beschreiben.

Kriechfunktion J (¢ — ¢;) fiir einen Spannungs—
sprung um Ag; zum Zeitpunkt t;
vy A4 et 1) — TV (t—t;)
Enm + M + Exv ¢

Bekannt sind die Axialverzerrungen des Probekorpers zum Zeitpunkt unmittelbar vor der Last-

aufbringung mit e(t = t5) = 0, unmittelbar nach der Lastaufbringung mit e(t = tf) = —3,125 -
1073 und 365 Tage nach der Lastaufbringung mit e(t = 365d) = —4,541 - 1073, sowie die Para-
meter Fxy = 8000 kN/cm2 und gy = 2 - 108 kN d/cmz.

Gesucht ist der Parameter 7y, in [kN d/cm?| anhand der bekannten Axialverzerrungen.
Losung:

Mit Hilfe der angegebenen Kriechfunktion J(t —¢;) fiir das zugrundeliegende 4-Parametermodell
und der Axialverzerrung unmittelbar nach der Lastaufbringung kann der Parameter E,; ermittelt

werden.

1
8(t=tj) = {E—+O+O}A0’0 —3,125‘10_3
M

—  Ej = 3200kN/cm’
Somit kann fiir den Zeitpunkt ¢ = 365d eine Bestimmungsgleichung fiir den gesuchten Parameter

ny aufgestellt werden:

1 t—t 1 _
e(t =365d) = { 7t 77M0+ B {1 et o>]}A00:—4,541-10-3

— 7 =8-10°kN d/cm®
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Ersatz-Kolloquium SS2021

1. Beispiel: Viskoelastizitat — Eichen eines MAXWELL-Modells
Angabe:

Gegeben ist ein Zugstab mit viskoelastischem Materialverhalten, welches durch ein MAXWELL-
Modell beschrieben wird. Die Querschnittsfliiche des Stabes betrigt A = 5cm?. Zur Bestimmung
der viskoelastischen Parameter Ej; und ny, wird der zeitliche Verlauf der Zugkraft P (¢), wie in
der Grafik gezeigt, aufgezeichnet. Zum Zeitpunkt ¢t; = 140d ist ein sprunghafter Anstieg der
Zugkraft zu erkennen. Die Langenénderung Al sollte ebenfalls gemessen werden, jedoch ist der
Wegaufnehmer unmittelbar nach dem Zeitpunkt ¢y, = 0d ausgefallen. Es ist davon auszugehen,
dass Aly (tar) = 0,8 cm noch korrekt gemessen wurde. Nach t5 = 160 d wird der Fehler bemerkt

und die Langendnderung sofort manuell gemessen. Diese betrigt Al (t2) = 2,275 cm.

T ‘ Laststeuerung ‘
: P(t)
5
S 200 kN = = = = = 3 —
o
T AP (t1) i

- 120 kN

iAP (to)
y
t t1 ¢t t
P(t)l IAZ 0 1 f2

Gesucht ist der viskoelastische Parameter n, in [kN d/cm?] anhand der gegebenen Messdaten.

Losung:
Bestimmen von E}y iiber die Kriechfunktion des MAXWELL-Modells zum Zeitpunkt t§ = 0d, mit

+
(t=15) = 95 = 0,0040 und Ay = 27E) = 20N 9N jean?

1 1

Aoy 24kN/cm?
e(ty)  0,0040

= 6000 kN /cm?

Berechnen der Verzerrungen zum Zeitpunkt ¢ = 160d und der Spannungsénderung zum Zeit-
punkt ¢; = 140d zu: € (t = t,) = 222 =1,1375- 1072 und Aoy = 250 = QKX — 18N /em?.

Bestimmen von 7, tiber die Kriechfunktion des MAXWELL-Modells zum Zeitpunkt ¢5 = 160d:

[ 1 1 1 1
g(t = t2) = -@ + 77_M (tz — to)] Aoy + [@ + 77_M (tz - tl):| Ao
-G(tz) — ﬁ (AO’() + AO’l)

- AO’O tz + AO'l (tz — tl)
[1,1375-1072 — L . (24kN/cm? + 18 kN /cm?)

"~ 6000kN /cm 9
- = 960000 kN d
24 kN /em? - 160d + 18 kN /em? - (160d — 140d) ] fem
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Kolloquium SS2020
12. Beispiel: Viskoelastizitat — Eichen

Angabe:

Gegeben ist ein Stab mit der in der nachstehenden

Abbildung definierten Lénge und einer Querschnittsflache

von 16cm?. Der Stab wird mit einer konstanten Zug-
kraft P = 1000kN in e;—Richtung belastet. Bekannt
sind die Axialverzerrungen des Stabes zum Zeitpunkt
t = 0" unmittelbar nach der Lastaufbringung mit
e(t=0%) = 0,0025, sowie zum Zeitpunkt ¢ = 100d mit
e (t = 100d) = 0,0045.

Gesucht sind die beiden Parameter Ej; und my, eines e

80 cm

e
visko-elastischen Maxwell Modells anhand der bekannten ]
€9

Verzerrungen.

Hinweis: Zum Zeitpunkt t = 100d wird die Unterlage vom Stab nicht beriihrt.

t=0%: e(t) =g-Aoo=g-7 = Em=75() =25000kN/cm?
t=100: Ae(t) =J(At)Ac(At) = PLAg(At)
Ao (At),, 1000 kN - (100 — 0)

= = =3,125-10° kN d/cm?
™= Ae (AY) (0,0045 — 0,0025) - 16cm? jom

1cm
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Kolloquium SS2020
13. Beispiel: Viskoelastizitat — Qualitative MW /KV-Verlaufe

Angabe:

Gegeben ist eine Betonprobe, die ein Jahr lang einer
einaxialen Druckbelastung oy ausgesetzt ist. Die Belas-

tung wird anschlieffend vollstdandig entfernt, siehe o — —0

t—Diagramm. 00
Gesucht ist der qualitative grafische Verlauf der Axialver-

zerrung fiir 0 < ¢ < 730d bei Zugrundelegung der Modelle t
nach Mazwell und Kelvin-Voigt. Beschriften und begriin- 0d 365d 730d

den Sie alle vorkommenden Spriinge, lineare und nichtli-

neare Verldaufe in der Ergebnisgrafik.

Losung:

MAXWELL

KELVIN-VOIGT

A—<()

365 730 d 365 730 d
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Kolloquium SS2020
14. Beispiel: Viskoelastizitat — MW-Relaxation

Angabe:

Gegeben ist ein Stab mit der in der nachstehenden Abbil-

dung definierten Lénge und einer Querschnittsfliche von
12cm?. Der Stab ist durch die zwei Parameter des vis-
koelastischen Modells nach MAXWELL charakterisiert:
Ear = 19000 kN /cm? und ny = 5,9- 106 kN d/cm?. Aufer-
dem wird er mit einer konstanten Zugkraft P = 1000 kN

80cm

in e;—Richtung belastet.
Gesucht: Unmittelbar nach Lastaufbringung der Zug-

kraft P wird die hervorgerufene Stabliangendnderung e e v
Al (t = 0%) konstant gehalten. Bestimmen Sie den Zeit- l P
punkt ¢; zu dem die Zugkraft im Stab um 20% abgesunken €2

ist.

Losung:
Ermitteln der hervorgerufenen, konstanten Verzerrung zum Zeitpunkt ¢ = 0%:

st=0t)="% =Eexp(—§—g(t—to))a(t:o+):> e(t=0%) =gy =438-107

Ermitteln des Zeitpunkts t;:

etm) = 08 = B exp (=22 (1 —10) € (¢ = 0)] Jor (£ = 0*)
0,80 (t=0*1
= I EMs((t:0+)) = —f—ff (t1 —to)

0,80 (t=0+
= - <1n (%) nM) /By =t = 69,2944
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Ersatz-Kolloquium SS2020
6. Beispiel: Viskoelastizitat — 4-Parametermodell
Angabe:

—0
Gegeben ist eine Betonprobe, die ein Jahr lang einer o0
einaxialen Druckbeanspruchung oy = —10kN/cm? ausge- .
setzt ist. Die Belastung wird anschliefend vollstdndig ent- 3654 T30d
fernt, siehe o — t—Diagramm. Das Kriechverhalten des

Betons ldsst sich durch das rechts dargestellte Feder-
Déampfer Modell beschreiben, die Kriechfunktion J (¢t —t;) fiir

einen Spannungssprung um Aoc; zum Zeitpunkt ¢; betragt

J(t—t) = ﬁ+i]_—ﬂf+ﬁlv(l—exp[—%(t—ti)]). Bekannt %
sind die Parameter Ey; = 3000kN/cm?, 3 = 7 - 106kNd/cm?,
Exy = 8500kN /cm?, sowie ngy = 2,5 - 106 kN d /cm?.
Exv NKv

Gesucht sind die Axialverzerrungen € (¢ = 0%) und € (¢t = 730d).

Losung
et=1) =Y J(t—1t)Ag =
e(t=0") =0 (&+L 45 (1-ewp[-E2(0)])) =20 () =-333107

e(t="730d) = Adp (L + 204 4 1 (1 — exp [ TEv (730 d)]))

+Ao; (t = 365) (ﬁ 4 388d 4 1 (1 — exp [—% (365 d)])) — —7,632-10~*
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Ersatz-Kolloquium SS2020
10. Beispiel: Viskoelastizitat — Beriihrung nach ZENER

Angabe:

Gegeben ist ein Stab mit der in der ne-

benstehenden Abbildung definierten Lénge
und einer Querschnittsfliche von 12 cm?.
Der Stab ist durch die drei Parameter des
visko-elastischen Modells nach ZENER cha-
rakterisiert: E, = 20000 kN /cm?,

E. = 19000 kN /cm? und E, n
—t% p = 59-10°kNd/cm? Zum Zeitpunkt
to wird er mit einer konstanten Zugkraft
P =1700kN in e;—Richtung belastet.

80 cm

€3

€] -
Iez

Gesucht: Bestimmen Sie zu welchem Zeitpunkt ¢ der Stab die Unterlage beriihrt.

P

1cm

Losung:
e (t) =3 J (t—t;) Aoy J(t—t) =g+ 5 (1-exp [~ E(t - 1))
€ (tgesuent) = 44 =0,0125 = (F+& (1—e[-20-w)])) &

= In [(Mw —_ ELel) Ey + 1:| = tgesucht — 367,29d
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Kolloquium SS2019
1. Beispiel: Viskoelastizitat
Angabe:

Gegeben sind zwei viskoelastische Stibe, die jeweils eine Querschnittsfliche von A = 20 cm?
und eine Lange von [ = 65 cm aufweisen. Einer der Stdbe wird einem verschiebungsgesteuerten
einaxialen Zugversuch unterworfen, der andere Stab einem lastgesteuerten einaxialen Zugversuch.
Die viskoelastischen Materialkonstanten des Stabes betragen Ey = Exy = 3500kN/ cm? und
Mt = Ny = 4,5 - 105 kN d/cm?.

%

I ‘ L Verschiebungssteuerung‘ ‘ II. Laststeuerung ‘
= Aly Pry

5}
0 2mm | 200 kKN | g s
e

I |_

20d 180d ¢ 20d t
Y

Pl N

a. Verschiebungssteuerung: Ermitteln Sie die fiir den gegebenen Verschiebungsverlauf den
resultierenden Verlauf der Stabkraft Pr(t) zwischen 0 < t < 200d bei Zugrundelegung des
MAXWELL-Modells und stellen Sie diesen grafisch dar.

Gesucht:

b. Laststeuerung: Nach Lastaufbringung wird die Zugkraft P;; = 200kN zunéchst konstant
gehalten. Es ist weiters zu beriicksichtigen, dass der maximale Weg der Priifmaschine 3 mm
betriagt. Ermitteln Sie die entsprechenden Verldufe der Stabkraft Pr;(t) und der Stablinge-
nianderung Alrr(t) zwischen 0 < ¢ < 200d bei Zugrundelegung des MAXWELL-Modells und
bei Zugrundelegung des KELVIN-VOIGT-Modells. Stellen Sie die Verldufe grafisch dar.
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Losung:
a.
Verschiebungssteuerung — Maxwell (o = 20d, t; = 180d, t = 200d):
Pr(t§) = By - 24159 . A = 215 38 kN,
t7) = Ear - exp [——};(tl —to)]  Allo) . 4 — 62,05 kN

Pr(t;
Pi(th) = [EM exp [——(t1 t)]-Al;—(ft@JrE AW”] . A= —153,33kN
(

Pi(ty) = [ . exp [—n—M(t2 - 0)] L Allo) | By exp [—f—;;(@ —tl)] A’;—“)] . A = —131,24kN
215.38f
g 62.05}
=
=
SEy

0 20 180 200

t[d]

Abbildung 1.1: Die Funktion ist sowohl im Intervall 20d < t < 180d, als auch im Intervall

180d < t < 200d eine Exponentialfunktion (also z.B. nicht linear)
b.

Belastungssteuerung — Maxwell (¢ = 20d, ¢; ... Zeitpunkt der maximalen Stauchung, t, = 200d):
Alpr(tF) = AP = 0,1857 cm, Alpr(ty) = 03cm = lo - (g, + 50 ) - 82400 — 4y — 99,124
Pri(ts) = Pri(ty) - exp [—f—};(tz . tl)] — 91,26kN

Belastungssteuerung — Kelvin-Voigt:

Alyr(ts) = 72 - [1 — exp ( Bxv (4, — ¢ ))] . APuo) — 01399 cm < 0,3 cm

200 200¢
z
=
>
= 91.26 <
o=
0 20

0

Py (kNI

0 2 0 0 20 200

t[d] t[d]
0.1857F === == == === w s e

= 0.3 =
5 g 0.1399

= o0.1857 <

< <

% 20 99.1209 200 % 200
t[d t[d]
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Ersatzkolloquium SS2018
2. Beispiel: Viskoelastisches Stabverhalten
Angabe:

Gegeben ist ein kreiszylindrischer Stab mit Durchmesser d (laut Skizze), der iiber eine Lastplatte
uniaxial durch die Kraft P(t) belastet wird. Alle Kontaktflaichen zwischen Stab, Lastplatte und

starrer Unterlage sind reibungsfrei.

Belastungsgesteuerter Verschiebungsgesteuerter
Untersuchtes System: Versuch (: Versuch (5):
P(t)
l Lastplatte P [kN] Al
=N 120(---------
NulE o R
6 em 3 : t [d] t
- \
20 60 100 // oo t1 ta  t3

Gesucht:

a. Ermitteln Sie fiir den belastungsgesteuerten Versuch (1) (siche mittlere Abbildung) die
Verlaufe der Stabldngenénderung Al(t) zwischen 0 < ¢t < 150d, bei Zugrundelegung des
ZENER-Modells und stellen Sie diese grafisch dar. Die hierfiir benotigten Materialparameter
lauten By = E, = 3200kN/cm? bzw. n = 5 - 10°kNd/cm?. Berechnen Sie auferdem die
Stabldngenénderung fiir ¢ — oo und erldutern Sie [hr Ergebnis anhand des zugrundeliegenden

rheologischen Modells.

b. Skizzieren Sie den zeitlichen Verlauf der Stabkraft fiir den verschiebungsgesteuerten Ver-
such (2) (siehe rechte Abbildung) rein qualitativ in den Abschnitten zwischen 0 < ¢ < t3 bei
Zugrundelegung sowohl des MAXWELL-Modells als auch bei Zugrundelegung des KELVIN-
VoiGT-Modells.
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Losung: Zeitverlauf der Stabkraft

Zeitverlauf der Stablidngenédnderung

Al %1072 [em)] MAXWELL

ta 4
EEEEE—
tq / t3
P KELVIN-VOIGT

20 60 100 150 ‘ i
t1 to t3

Zum Zeitpunkt t = oo gilt Al = 0. Da die gesamte Belastung wieder heruntergenommen wird,

bleiben keine elastischen Verzerrungen iibrig. Die Parallelschaltung von Feder und Dampfer be-
wirkt, dass die gesamte Energie, die der Dampfer wahrend den ersten 100 Tagen dissipieren will,
von der Feder aufgenommen wird. Nach der Entlastung zwingt die Feder den Déampfer wieder

zuriick in die Ausgangslage, in Summe wird also keine Energie dissipiert.
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2.Kolloquium WS2015/2016
1. Beispiel: Viskoelastischer Stab
Angabe:

Gegeben: Ein viskoelastischer Stab (Linge £y = 250 cm, Querschnittsfliche A = 16,0 cm?) wird
axial durch eine Einzelkraft P belastet. Der zeitliche Verlauf der Kraft P(¢) kann dem Diagramm
entnommen werden. Der Stab soll auf Grundlage der Materialmodelle nach Maxwell (Punkte 1
und 2) sowie nach Kelvin-Voigt (Punkt 3 und 4) untersucht werden.

Materialkennwerte fiir das Maxwell-Modell: Ey; = 27500 kN/cm?, 7y = 3 - 109 kN d/cm?.

P(t) [kN]
4000 | mm e
3000
2000 : : ‘ ‘ :
_ 2 : : : : :
A=100ent L 1000 A N A sl
0y = 250 cm | | | | | |
Al(t) [em]

AN
— O W s U O 1 00

[ [
0 100 200 300 400 500 600
to t

Gesucht:
1. Zu welchem Zeitpunkt t, setzt der Stab an der Unterlage auf?

2. Ermitteln Sie die zeitlichen Verldufe von Stabkraft und Stabldngenédnderung im Zeitintervall

zwischen 0 und 600 Tagen und tragen Sie diese in die Diagramme am Angabeblatt ein.

3. Eichen Sie die beiden Parameter Exy und ngy eines Kelvin-Voigt Modells anhand der
bekannten Verzerrung unmittelbar vor der zweiten Belastungsstufe, e(t7) = 4-1073. Es gilt
das folgende Verhéltnis: (nkv/Exv) = (Ma/Enr)-

4. Berechnen Sie die maximale Stabléngendnderung nach dem Kelvin-Voigt Modell.
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Losung:
MAXWELL-MODELL

1. Zum Zeitpunkt des Aufsetzens auf die Unterlage
betrdgt die Stablingendndrung A¢ = 7,5 cm —

P(t) [kN]
e(ty) = %_OZ =0,03. 4000
3000
e(ts) = Aoy [ﬁ + tzn;M!t@] + Aoy [ﬁ + %];Mtl] =003
— to = 325,91d 1000
2. Zeitlicher Verlauf von P und A¢ N (t; ] | | | | |
. +\ _ Ly

t=t§ : AL(ty) = (Aoo/En) - Lo = 0,568 cm ;
t =17 : AU(t]) = (Aao [ﬁ + t;];M!t@]) -4y = 1,089 :
cm 3

_ o 2
t=tf:A€(tf):(Aao[ﬁ+tln—Mm]+%—Aj>'€0= I R S i s
2,794 cm 0 1(‘)0 260 39)0 4(‘)0 5(‘)0 6(‘)()
t=1t3: Al(ts) =75 cm oo - s

—m(tg—tz)
P(t3) = P(ty) - e " — 324,26 kN
KELVIN-VOIGT-MODELL
3. Exv = Bu — ,0092
nKv nm
E

e(ty) = é{—"‘f’/ {1 - e_WK\‘//tl] = 0,04 — Exy = 9373 kN/cm?, ngy = 1,023 - 10°kN d/cm?

E E
4. AM(ts) = (A_m {1 —e e (too—to):| + 1?7(’; [1 _ e_ngx‘//(too—tl)]) -4y = 6,665 cm
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Ersatzkolloquium WS2014/2015
2. Beispiel: Viskoelastischer Stab

Angabe:

Gegeben ist ein kreiszylindrischer Stab (laut Skizze), der iiber eine Lastplatte uniaxial durch die
Kraft P(t) belastet wird. Alle Kontaktflachen zwischen Stab, Lastplatte und starrer Unterlage

sind reibungsfrei.

Belastungsgesteuerter Verschiebungsgesteuerter
Untersuchtes System: Versuch ©: Versuch ©):
P(t)
l Lastplatte P [kN] Al

—_r 120]---------
NI : o
P | | -

20 60 100 // oo t1 to t3

1. Ermitteln Sie fir den belastungsgesteuerten Versuch (1) (siehe mittlere Abbildung) die

Gesucht:

Verlaufe der Stablingendnderung Al(t) zwischen 0 < ¢t < 150d, bei Zugrundelegung des
ZENER-Modells und stellen Sie diese grafisch dar. Die hierfiir benotigten Materialparameter
lauten Fq = E, = 3200kN/cm? bzw. n = 5 - 10° kN d/cm?. Berechnen Sie auferdem die
Stablangenénderung fiir £ = oo und erldutern Sie Thr Ergebnis anhand des zugrundeliegenden

rheologischen Modells.

2. Skizzieren Sie den zeitlichen Verlauf der Stabkraft fiir den verschiebungsgesteuerten Ver-
such (2) (siehe rechte Abbildung) rein qualitativ in den Abschnitten zwischen 0 < ¢t < ¢3
bei Zugrundelegung sowohl des MAXWELL-Modells als auch bei Zugrundelegung des KELVIN-
VoI1GT-Modells.
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Losung:
Zeitverlauf der Stabkraft

Zeitverlauf der Stablangendnderung MAXWELL

Al %1072 [em]
2,67

ta 3
EEEE—
t1 / t3
P KEILVIN-VOIGT

20 60 100 150 ‘ ;
tq to t3

Zum Zeitpunkt t = oo gilt Al = 0. Da die gesamte Belastung wieder heruntergenommen wird,

bleiben keine elastischen Verzerrungen iibrig. Die Parallelschaltung von Feder und Dampfer be-
wirkt, dass die gesamte Energie, die der Dampfer wihrend den ersten 100 Tagen dissipieren will,
von der Feder aufgenommen wird. Nach der Entlastung zwingt die Feder den Démpfer wieder

zurlick in die Ausgangslage, in Summe wird also keine Energie dissipiert.
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2.Kolloquium WS2014/2015
2. Beispiel: Kriechverhalten von Beton
Angabe:

Gegeben ist eine Betonprobe, die ein Jahr lang einer einaxialen Druckbean-
spruchung og = —10 kN /cm? ausgesetzt ist. Die Belastung wird anschlieRend

vollsténdig entfernt, siehe o-t-Diagramm.
Das Kriechverhalten des Betons lasst sich durch

—0 das rechts dargestellte Feder-Dampfer Modell be-

a0 schreiben; die Kriechfunktion J(t — ¢;) fiir einen

Spannungssprung um Aog; zum Zeitpunkt t; be-

. ¢ tragt
0d 3656d 730d 1 —t; 1 _Erv (t—t;)
JE—t) =g, + 0 B (L€ ™
Bekannt sind die Parameter Exy =8000kN /cm?, ngy =2 x 108 kN d/cm? sowie
v =8 x 109kN d/cm?. Auflerdem wurde die Verzerrung direkt nach Lastauf-

bringung gemessen: e(t= tg) = —3,125%o.

Gesucht:

1. Ermitteln Sie den fehlenden Modelparameter E);.

o(t)
En

Nm
Egyv NKv

2. Stellen Sie den Verlauf der Axialverzerrung e(t) iiber ein Zeitintervall von zwei Jahren (das

heifst im Zeitintervall 0 < ¢ < 730d) qualitativ und quantitativ dar.

3. Welche Axialverzerrung der Betonprobe stellt sich zum Zeitpunkt ¢ = oo ein?

4. Welches der vier Elemente des Feder-Dampfer-Modells muss man entfernen, damit sich zum

Zeitpunkt ¢ = oo eine Axialverzerrung e(t=o00) = 0 einstellt? Begriinden Sie Ihre Antwort.

1) B = % = 32001N/cm?

2) siehe Skizze links

i

—0,679

365 730 ist.

BEISPIELSAMMLUNG INGENIEURMECHANIK

4) Maxwell-Dampfer muss entfernt werden,

3) Es bleibt nur die Verzerrung, die der Maxwell-Dampfer in

einem Jahr erreicht: e(t = 00) = 0¢3% = —4,5625 x 1074

da ausschlieflich

¢[q dieser Dampfer fiir die Verzerrung aus Punkt 3 verantwortlich




2.Kolloquium WS2013/2014
3. Beispiel: Viskoelastizitat /Elastoplastizitit

Angabe:

Gegeben sind zwei Stdbe mit der in der nachstehenden Abbildung definierten Lénge und einer

Querschnittsfliche von 12 cm?.

Stab I ist durch die drei Parameter des viskoelastischen Modells nach ZENER charakterisiert:
E, = 20500 kN /cm?, E,; = 19500kN/cm? und 5 = 5,85 - 108 kN d/cm?. Auferdem wird er mit
einer konstanten Zugkraft P = 360kN in e;-Richtung belastet.

Stab II weist eine ZugflieRgrenze von fY = 35,5kN/cm? auf. AuRerdem wird er mit einer kon-

stanten Zugspannung, die gleich der Zugfliefgrenze f{ ist, in der e;-Richtung belastet.
Gesucht:

1. Die Verldangerung von Stab I unmittelbar nach Lastauf-

bringung (¢ = t§ = 0).

2. Bestimmen Sie ob und ggf. zu welchem Zeitpunkt Stab I
die Unterlage beriihrt. Stellen Sie den zeitlichen Verlauf
der Stabléangendnderung fiir 0 < ¢t < 2000d qualitativ
dar.

80 cm

3. Bestimmen Sie die Richtung des plastischen Flusses in

Stab II, bei Zugrundlegung der Fliefsfunktion nach TRES-

€3

€1
162

CA, bzgl. der ey, eq, e3-Basis.

NN\
B
N S

|
1cm
S

. Wird das Volumen von Stab II im Zuge plastischer De-
formationen, bei Zugrundlegung der Flieffunktion nach
TRESCA, kleiner oder grofer? Begriinden Sie Thre Ant-

wort.
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Deltd) = {a + 4 [1-e @]} acy =
= £7 = 0,0015 = u(tf) = e(ty)-lo = 0,1231 cm 0240
{L + = [1 — e_%(w_t‘))] } Aoy = E
Ee Ey 0= % 0.1231
= (Eil + ELU)AUO = 0,0030
u(t = 00) = e(t = 00) - lp = 0,2402cm< 1cm
= Die Unterlage wird nie beriihrt. % o Ay e e
3or=f, on=o0r=0
or=or 0 0
g = 0 or 0
0 0 omr
e1,e2,€3
Boreni=l) 0 0 -10 0
= &P = )\ 0 3(01—60111—1) 0 =xl0 1 0
0 ()I dor—or11-1) 0 0 —1
90111 e1,e2,e3 ei,ez,e3

4) Da die plastischen Fliisse betragsméfig gleich grofs sind und einer ein positives Vorzeichen und

zwei ein negatives Vorzeichen haben, wird das Volumen des Stabes kleiner.
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Ersatzkolloquium WS2012/2013
1. Beispiel: Eindimensionale Viskoelastizitat
Angabe:

Gegeben sind zwei identische viskoelastische Stébe, die unter Verwendung einer starren Last-
platte einer Normalkraftbeanspruchung ausgesetzt werden: Querschnittsfliche = 15cm?, Linge
= 65cm, siche Abb.a. An Stab 1 wird ein kraftgesteuerter Versuch vorgenommen (Abb.b);

Stab 2 wird einem verschiebungsgesteuerten Versuch unterworfen (Abb.c).

(a) (b) (c)

/

T r "
25 kN
Stab
=] 15kN
—
)
@ t t
I 28d 112d 196d 28d 112d
~ Al Al
V iAl 0,215 mm |
0,2mm ~_.. 0,2mm
i~ linear 0,1 mm
starre : t ’ Pt
Lastplatte P

28d 112d 28d 112d 196d

Gesucht:

1. Stab 1: Wéhlen Sie anhand der gegebenen Kraft- und Verschiebungsgeschichte (Abb.b)
ein geeignetes rheologisches Modell, das aus einer Feder und einem Démpfer besteht, und

identifizieren Sie die Federkonstante E in [kN/cm?| sowie die Viskositéitskonstante 5 in
kN d/cm?].

2. Stab 1: Vervollstdndigen Sie rechnerisch und graphisch das Stauchungs-Zeit-Diagramm
(Abb.b) im Zeitintervall [112d;200d].

3. Stab 2 (Abb.c): Fertigen Sie rechnerisch und graphisch das Kraft-Zeit-Diagramm im Zeit-
intervall [0d;200d] an.
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Losung:

Maxwell-Modell: E = 54 = 1599 — 3250 kN /em?, 22 = [ L 4 1iz=2s

15 0,2 650 3950 p ]-}—gin:3,64x
10° kN d/cm?

Kraftgesteuerter Versuch: Verschiebungsgesteuerter Versuch:
_ 1, t—t;| . AP — EA —_Et ¢ .
Al-lOZ{[E-FTz].T} pP== i {exp[ 77(t tz)]Alz}
(2
! ! i 150
3.7333 i 139.1628F
3.4833f i
nicht-linear
5
% 2.12: ...é
X
> 8330831
nicht-linear
0.4r u
2 112 1260 28 112 200
Zeit

Zeit
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2.Kolloquium WS2012/2013
2. Beispiel: Eindimensionale Viskoelastizitat
Angabe:

Gegeben sind zwei viskoelastische Stibe, die jeweils eine Querschnittsfliche von A = 20 cm?
und eine Lénge von [ = 65 cm aufweisen. Einer der Stdbe wird einem verschiebungsgesteuerten
einaxialen Zugversuch unterworfen, der andere Stab einem lastgesteuerten einaxialen Zugversuch.
Die viskoelastischen Materialkonstanten des Stabes betragen Ey = Exy = 3500kN/cm? und
mi = kv = 4,5 - 10° kN d/cm?.

s

I ‘ I. Verschiebungssteuerung ‘ ‘ II. Laststeuerung ‘
g Aly Pry

o
oy 2mm | 200 kN | quemsssins
©

I |_

20d 180d ¢t 20d t
v

Pl Ja

1. Verschiebungssteuerung: Ermitteln Sie die fiir den gegebenen Verschiebungsverlauf resul-
tierenden Verldufe der Stabkraft Pj(t) zwischen 0 < t < 200d bei Zugrundelegung des
MAXWELL-Modells und bei Zugrundelegung des KELVIN-VOIGT-Modells und stellen Sie

Gesucht:

diese grafisch dar.

2. Laststeuerung: Nach Lastaufbringung wird die Zugkraft P;; = 200 kN zunéchst konstant
gehalten. Es ist weiters zu berticksichtigen, dass der maximale Weg der Priifmaschine 3 mm
betrégt. Ermitteln Sie die entsprechenden Verldufe der Stabkraft Pjr(t) und der Stablén-
gendnderung Alyr(t) zwischen 0 < t < 200d bei Zugrundelegung des MAXWELL-Modells
und bei Zugrundelegung des KELVIN-VOIGT-Modells. Stellen Sie die Verldufe grafisch dar.
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Losung:

Verschiebungssteuerung — Maxwell (g = 20d, t; = 180d, ¢, = 200d):

Py(t7) = Enr - 2400) . A = 215 38LN, Py(t;) = En - exp [—%(tl - to)] Allo) . 4 — 62,05kN
Pi(th) = [EM . exp [—%(tl - to)] alit) 4 A’I“ﬂ] - A= —153,33kN

Pi(ty) = [EM . exp [—f—i{”’(tz - to)] : A’l—gtw + Epr - exp [—n—g(@ - tl)] Alr(s) ] A= —131,24kN
Verschiebungssteuerung — Kelvin-Voigt: keine Relaxation = t§ <t <] : P( ) = 215,38 kN
Belastungssteuerung — Maxwell (g = 20d, ¢; ... Zeitpunkt der maximalen Stauchung, to = 200d):
Alpy(t) = APl — 1857 e Alyr(t) = 0,3 cm = I ( e t;);;f)) LAPulio) —y 4 — 99,12
Pir(ts) = Prr(ty) - exp [~ 22 (t, — )] = 91,26 kN

Belastungssteuerung — Kelvin-Voigt:

— o . |1_ _EBxv(p _ . APrir(to) _

Alyr(ts) = 52 [1 exp ( B (8, — t) (o) — 1399 cm < 0,3 em

215.38] i

200 200

Z oo g \ g
_‘E o = o129 i
o o o

EEtEe L

0 20 180 200 0 20 200 0 20 200
t[d] tld] t[d]

215.38 7
g g 03 E 0.1399)
_‘; _301857 E
o > b

0

0 20 180 200 0 20 99.1209 200 0

t[d] Tl t[d] .

BEISPIELSAMMLUNG INGENIEURMECHANIK




3.Kolloquium WS2011,/2012

1. Beispiel: Viskoelastischer Stab
Angabe:

Gegeben ist ein viskoelastischer Stab, der durch eine uniaxiale Kraft P(t) belastet wird (siche
Abbildung).

‘ I: Belastungsgeschichte

AP [KN]
180
A =16cm? FExv = 3200kN/cm?
g t[d] nry = 5 - 10°kN d/cm?
2 20 100 150
I
~ ‘ IT: Verschiebungsgeschichte ‘
A Al [mm]
Al(t)} T 3 B = 3200 kN /em?
_ 5 /
P(t) t [d] nuv = 5-10°kNd/cm

20 75 150
Gesucht:

. Ermitteln Sie den fiir die gegebene Belastungsgeschichte (I) resultierenden Verlauf der

Stabldngendnderung Al(t) (zwischen 0 < ¢ < 150d) bei Zugrundelegung des KELVIN-VOIGT-
Modells und stellen Sie diesen grafisch dar.

Ermitteln Sie den fiir die gegebene Verschiebungsgeschichte (II) resultierenden Verlauf der
Stabkraft P(t) (zwischen 0 < t < 150d) bei Zugrundelegung des MAXWELL-Modells und
stellen Sie diesen grafisch dar.
Hinweis: Anwendung des BOLTZMANNsche Superpositionsprinzips fiir die Relaxationsfunkti-
on zufolge gegebener Verschiebungen ergibt geméf Gleichung (10.34) des Buches von Prof.
Mang:

o(t) = Ae(to)R(t — to) + Ac(t1)R(t — t1) + Ae(ta) R(t — t2) + ...
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Losung:
. Belastungsgeschichte: to = 20d, t; = 100d, 5 = 150d

Al(t < tg) = 0; Al(ty) = 27%) . [1 —exp (=2 ti—t)]-lo=

0,1127 cm;

180

Toaass - [1 —exp (—229% - 80)] - 80 =

5.10%

Al(ty) = oo - [1 — exp (— 2% - 130)] - 80 — 55055 - [1 — exp (— 2% - 50)] - 80 = 0,0818 cm

16-3200 16-3200

I1. Verschiebungsgeschichte: to = 20d, t; = 75d, t; = 150d

P(t < tO) =0, P(t7) = 24%) . B . exp [—2(ts —to)] - A= %3 - 3200 16 = 128kN

lo

P(ty) = %2 -3200 - exp [— 3290 . 55] - 16 = 90,02kN; P(t{) =
3200 - 16 = 154,02kN;

+3200 - exp [— 3290 . 55] - 16 + 2L

P(ty) = %2 - 3200 - exp [— 3290 - 130] - 16 + 22 - 3200 - exp [— 2292 . 75] - 16 = 95,30 kN

5-10°

I: Zeit-Verschiebungsverlauf

II: Zeit-Stabkraftverlauf

2,82MMp -~ - - - - - —mmmmmm—mm— oo 154,02kN

1,13mm|
0,82mm

128kNF---

B3ANF ===

I
20d 100d 150d
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3.Kolloquium WS2010/2011
1. Beispiel: Viskoelastisches Materialverhalten
Angabe:

Gegeben ist ein in einem starren Hiillrohr gefithrtes Spannkabel mit spannungsfreier Ausgangs-
linge Iy — 998 cm und Querschnittsfliche A = 4,5 cm?, welches zum Zeitpunkt to = 0 d durch eine
sprunghaft gesteigerte Kraft Py = 105 kN belastet wird, siche Abbildung. Nach dem Zeitpunkt ¢,
= 20 d erreicht das Spannkabelende a das Hiillrohr im Punkt b und wird dort verankert, sodass
die Spannkabellénge in weiterer Folge konstant bleibt. Die Lange des Hiillrohres betrigt g =
1000 cm. Das viskoelastische Materialverhalten des Spannkabels wird mit dem Maxwell’schen
Modell beschrieben, wobei der Elastizititsmodul E = 20000 kN /cm? betrigt.

Hullrohr Spannkabel
Z AP

7 / . | P(t) 105 kN
2 — P
/
Z |

lo=998 cm

ly = 1000 cm

o t,=0 t,=20 t (d)
Gesucht:

1. Ermitteln Sie die Viskositat n des Maxwell’schen Materialmodells.
2. Wie grof ist die Kraft im Spannkabel zum Zeitpunkt ¢ = 60 d?
3. Stellen Sie die Verldufe P(t) und Al(t) qualitativ fiir die Zeitspanne ty < ¢t < to dar.

4. In einem zweiten Experiment wird zum Zeitpunkt ¢; = 20 d nicht verankert, sondern
die Kraft P sprunghaft auf ein Viertel gesenkt, sodass sich der unten dargestellte Belas-
tungsverlauf ergibt. Bestimmen Sie die Langenédnderung des Spannkabels unmittelbar nach
vollstandiger Entlastung zum Zeitpunkt ¢3 = 100 d.

U

105 kN

<U

26,25 kN

Also

t (d)
t,=0 t,=20 t,= 100
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Losung:

1. Mit €(t1) = (ZH - lo) /lo erhélt man:

t 20
n= ! = = 557319, 51 kN - d/cm?
[A(IH—ZO) _ L] [4.5(1000—998) _ ]
Polo E 105-998 20000

2. Ab t; wird die Dehnung konstant gehalten, somit tritt ab diesem Zeitpunkt Relaxation ein:

20000

P(ty) = Py - e 7271 = 105 . ¢~ sw1051 (0-20) — 94 99 kN

3. Der Kraft- P(t) und Langendnderungsverlauf Al(t) sehen folgendermafen aus:

Pl A\Al(t)
105 kN 2
Pg lh _ lo cm
L& 1,16.cm
O EA
24,99 kN
t=0  t;=20 t,= 60 t(d) t=0  t,=20 t,= 60 t(d)

4. Mit dem Boltzmann’schen Superpositionsprinzip:

Alfts*) = Po-lo [(ts—to) 3 (ts —tl)] _ 105-998 [ (100 —0)  3(100 — 20)

_2 — 1,67
A 1 R 45 |557319,51 4557319.51| o O
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3.Kolloquium WS2009,/2010
3.Beispiel: Viskoelastizitat
Angabe:

Gegeben ist das abgebildete Stabsystem mit der danebenstehenden Belastungsgeschichte. Stab
(1) der Lange l; = 6 m und dem Querschnitt A; = 10 cm? verhilt sich viskoelastisch und Stab
(2) rein elastisch (EI; = 00).

Gesucht:

1. Ermitteln Sie den zeitlichen Verlauf der Stabkraft (1) mit Iy = 8 m. Bestimmen sie fiir
Al(t}) = 3 mm und Al(t;) = 5 mm den Elastizititsmodul E und die Zihigkeit ny, des
Maxwell’schen Modells.

2. Zu welchem Zeitpunkt t3 beriihrt Punkt ¢ die feste Oberfliche, wenn D = 7 mm entspricht.

3. Bei welcher Zeit ¢, ist die Spannung in (1) auf die Hélfte des Urspriinglichen Wertes abge-
sungen (Maxwell’sches Modell). Skizzieren Sie die Verlaufe N;(t) und Al(t).

4. Ermitteln Sie bei gleicher Belastungsgeschichte und gleichem E die Zahigkeit ngy eines
Kelvin-Voigt Modells, wenn die Stablangenénderung Al(t2) = 2 mm betrégt.

|, —

i p(t) (kN/m)

p(t)

40

—

S

4 D | t,= 50 t;:IOD t (d)
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Losung:

e Mittels Momentengleichgewicht um den Punkt b erhélt man fiir den zeitlichen Verlauf der
Stabkraft N;(t) = p(t)2 = 2 p(¢).

e Mit Ag; = 8 kN/cm? ergibt sich:

ll 6
E=—-"Aog) = —— -8 = 16000kN/cm’
A7 T 37103 Jem
_ (ta—t1))  (100-50) ] )
= (Al(tz_) _ l) o (5-10—3 1 ) =1.2-10°kN - d/cm
l1A0 E 6-8 16000

e Mit Aoy = —4 kN/cm? ergibt sich:

1o (4= )+ 8 - )

3 = (M)
nm
_ 18— — [8 (om0 — 1215v) — 4 (5600 — 12 = 275d
(t3700)

e Relaxation lasst sich nur mittels Maxwell’schem Modell beschreiben. Daraus ergibt sich:

ty =tz + Wn2 = 275 + 1218159 — 397 d.

N (t) (kN) Al(mm)

80 7

5
40 35
20 3

t;=50 t,=100 t;=275  t,=327 t(d) t,=50 t,= 100 t;=275  t,=327 t(d)
[ ]
E(ty—t 16000 - (100 — 50
Ky = — (t2 Al) =— ( _3) = 0.73 - 10°kN - d/cm?
(1= 550) (1)
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Hyperelastizitéat
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Kolloquium SS2021

6. Beispiel: Hyperelastizitat — Streckung A;

Angabe:

Gegeben ist eine Gummiprobe mit neo-HOOKEschem Materialverhalten (¢ = 1,091 MNm /kg,
d = 0,727 MNm/kg), initialer Massendichte py = 1075kg/m® und momentaner Massendichte

p =1000kg/ m®. Diese Probe ist einem Spannungszustand o unterworfen:

717,142 0 0
o= 0 105,154 0 MN /m?
0 0 107,591

er,err,erir

Hinweis: Der Zusammenhang zwischen dem verformten und unverformten Volumenelement lau-

tet: dV = det(F)dVy = JdVi, mit der Jacobi-Determinante J.
Gesucht ist die zugehorige Streckung Aj.
Losung:

Mit Hilfe der initialen und momentanen Massendichte kann die Jacobi-Determinante J wie folgt
ermittelt werden [siehe GI1.(1.130) des IM-VO-Skriptums|:

J=" 1075
P

Der Spannungstensor o fiir ein hyperelastisches neo-HOOKEsches Materialmodell ist wie folgt
definiert:

a=L?[c(F-FT—1)+d1n(J)1]

und die Betrachtung der e;-Richtung liefert eine Gleichung fiir die gesuchte Streckung Aj.

o7 = 2—50 € (3 = 1) +dm(J)]] > A = +1,1316 = +1,1316
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Kolloquium SS2021
7. Beispiel: Hyperelastizitat — Kompakte Polystyrolprobe
Angabe:

Gegeben ist eine kompakte Polystyrolprobe mit neo-HOOKEschem Materialverhalten und einer
initialen Massendichte von py = 1040kg/ m>. Weiters bekannt ist das nachfolgende Spannungs-

Streckungsdiagramm der Probe, welche nur in e;-Richtung gestreckt bzw. gestaucht wird.

(0.80; -1.3026) |

Tr (GP&)

\ \
\ \
\ \
\ \
\ \
-10 | . | . .
0.5 0.75 1 1.25 1.5 1.75 2
Al

Gesucht ist der Materialparameter ¢ in [MNm/kg| und d in [MNm/kg].

Losung:

Da ein einaxialer Spannungszustand in e;-Richtung vorliegt, folgen die Streckungen A;; und Arj;

mit Eins. Somit ergibt sich die Jacobi-Determinante J; zu:
Jl = det(F) = )\[,1)\[[/\][] = 0,80 [—] 5 J2 = det(F) = )\[,2)\[[)\[][ = 1,25 [—]

wobel Ay = 0,80 [-] und Ao = 1,25 [-] geméf dem Spannungs-Dehnungsdiagramm berticksichtigt
wurde. Basierend auf dem neo-HOOKEschen Materialverhalten kann die Spannungskomponente

71, wie folgt ausgedriickt werden:

1 1 1 1
1,1 I1 ’ ’

1 1 1
— 1=2 1-— In(1,25) ——
)\%2} — +0,689 po{c[ 1’252}+d n( , 5) 1’252}

und auflésen der beiden Gleichungen nach ¢ und d liefert:

Tr2 = 2p0{C [1 - )\%] +dln(J2)

1,2

¢ = 0,000577053 GNm/kg = 0,577053 MNm kg
d = 0,000865187 GNm/kg = 0,865187 MNm/ kg
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Kolloquium SS2021
8. Beispiel: Hyperelastizitat — Streckung Ajj;
Angabe:

Gegeben ist ein Hartgummi-Auflager mit hyperelastischem Materialverhalten, welches einer rei-

nen Schubverzerrung in der e;-e,-Ebene ausgesetzt ist.

0 E, 0
E = ny 0 O mit Exy = ny =0,20 [‘]
O O O €r,ey,e

Hinweis: Beachten Sie den Zusammenhang zwischen dem GREEN-LAGRANGESschen Verzerrungs-
tensor B, dem CAUCHY-GREENschen Strecktensor C und dem Deformationsgradienten F.

Gesucht ist die Streckung Ajrr in [-].
Losung:
Der GREEN-LAGRANGEsche Verzerrungstensor E wird zunéchst auf die Verzerrungshauptrich-

tungen ej-err-errr bezogen. Und mit der Beziehung C = 2E + 1 kann der CAUCHY-GREENsche

Strecktensor angeschrieben werden.

+E, 0 0 2E,,+1 0 0
E = 0 0 0 —» C = 2E+1 = 0 1 0
0 0 —E, 0 0 1-2E,
er,err.erir er,err,erir

Abschliefend kann mit der Bezichung C = FT - F, bzw. in Matrixschreibweise:

2E,,+1 0 0 X 0 0

0o 1 0 =10 X o

0 0 1-2E, 0 0 A%,
er,err,erir er,err,erir

die Streckung Aj;; ausgedriickt werden.

My = 1-2E,, — A = /1-2E, = +0,7746
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Kolloquium SS2020
6. Beispiel: Hyperelastizitat — Spannungen
Angabe:

Gegeben ist ein hyperelastisches Materialgesetz mit dem Spannungstensor o, den Material-
parametern D = 1000 MPa und C' = 375 MPa, sowie dem Deformationsgradienten F und der
Jacobi-Determinante J = det(F).

2,56 0 0
oc=2DJ(J—1)-1+2C (F«F’) F=|0 062 0
0 0 0,625

er,err,errr

Gesucht ist die Spannungskomponente ¢ in Richtung von e; in [MPal].
Losung:

Berechnen der Determinante: J=det(F)=1

Einsetzen der Parameter in das hyperelastische Materialgesetz:

2,56 0 0 2,66 0 0
o =2-100MPa-1(1—-1)-1+2-375MPa- 0 062 0 (-] 0 0625 0
0 0 0,625 0 0 0,625

49152 0 0
=| 0 29297 0 MPa
0 0 292,97

er,err,eirir

Spannungskomponente von ¢ in Richtung von e;: Oe; = 4915,2MPa
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Ersatz-Kolloquium SS2020
8. Beispiel: Hyperelastizitat — Ebene Verzerrung
Angabe:

Gegeben ist die massenbezogene elastische Energiedichte (Energie pro Masse) des hyperelasti-

schen neo-HOOKEschen Materialmodells fiir ein isotropes Gummimaterial,
PVE(C) = c(IC —3—2IJ) +d(InJ)?,  J=4/IS,

mit den Materialparametern ¢ = 1,091 MNm /kg und d = 0,727 MNm /kg, sowie der initialen Mas-
sendichte pg = 1100kg/m?. Die Invarianten des CAUCHY-GREENschen Strecktensors als Funktion
der Streckungen lauten: I€ = A2 + X3, + A2, und IS = M2 0%, 0%,

Gesucht ist die Spannung o; in Richtung von e; in [MN/m?], bei einer ebenen Verzerrung
Ar=Arr=11und A\jfy = 1.

Losung:
oNH = %FWNHFT, wobei:
pNH c (A24+22, 422 c a(A2x2, 2
aNH _ 2p03¢paC(C)7 % _ ( 1+ajé+ 111) =1, % _ ( Ialé III) _ I3CC_1
=7Vl =2p)[c(1-C')+dIn(J)C™]
Formulieren der Komponente oM# durch Einsetzen von wM# mit C; = X2, F; = )\ und

J = A1

I

= g100ke/m? 11 691 MNm kg - (1,12 — 1) + 0,727 MNm/kg - In (1,12)] = 668,53 MN /m?

1,12

o_}VH _ 2)\12)(\)11)\] [c (1 — )\_12> + d%] A = 2>\_I;\OLII [ ()\% — 1) +dln (M)
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Ersatz-Kolloquium SS2020
9. Beispiel: Hyperelastizitat — Ableitung
Angabe:

Gegeben ist die folgende Ableitung

Er 0 0
0(E} + B, + Ejyp) wobei E=|0 Ey 0
OE
0 0 Equr
er,err,errr
Gesucht ist die Ableitung.
Losung:
0(E; + Efy + Efpy) _ 32

OE
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Ersatzkolloquium SS2019
3. Beispiel: Hyperelastizitat
Angabe:

Gegeben ist die massenbezogene Energiedichte (Energie pro Masse) des hyperelastischen neo-

HooKEschen Materialmodells fiir ein isotropes Gummimaterial,
P (C) =c(If —3-2InJ) +d(InJ)*, J=4/IY,

mit den Materialparametern ¢ = 1,091 MNm /kg und d = 0,727 MNm /kg, sowie der initialen Mas-
sendichte pg = 1100kg/m?. Die Invarianten des CAUCHY-GREENschen Strecktensors als Funktion

der Streckungen lauten: I€ = A2 + X3, + A2, und IS = M2 0%, 0%,

Gesucht:

a. Bestimmen Sie alle Komponenten des CAUCHYschen Spannungstensors o, fiir einen einaxia-
len (Zug-)Verzerrungszustand in e;-Richtung (A;; = Ar;r = 1) und werten Sie diese fiir eine

Streckung von Ay = 1,08 aus.

b. Bestimmen Sie alle Komponenten des CAUCHYschen Spannungstensors oy fiir einen biaxia-
len Verzerrungszustand in er- und err;-Richtung (A\;; = 1) und werten Sie diese fiir die

Streckungen von A; = 1,12 und A;;; = 0,95 aus.

c. Bestimmen Sie alle Komponenten des CAUCHYschen Spannungstensors o fiir einen hydro-
statischen (Druck-)Verzerrungszustand (A = A;; = Aryr) und werten Sie diese fiir die Stre-

ckungen von A\; = Ay = Ay = 0,91 aus.

d. Fiir ein weiteres Material seien nun zwei Energiedichten fiir einaxiale Verzerrungszustinde
gegeben: Q/Jf,VH()\I = 1,05) = 0,714 - 1072 MNm /kg, z/)f)VH()\I = 1,1) = 2,776 - 1072 MNm /kg.
Berechnen Sie die zugehorigen Materialparameter ¢ und d bei Zugrundelegung des neo-

HooKEschen Modells.
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Losung:

a.
Air=Anr=1 = J=);
c()\%—l)—i—dln)\_r 0 0
O, =2 aY 0 dln); 0
Al
0 0 dln);
er,err,errr

483.782 0 0 MN

fir A\ =1,08: o, = 0 113.9736 0 gy
0 0 113.9736
er,err,errr
b.
)\1[21 = J:)\I)\III
c ()\%— — ].) + dln()\j)\[[]) 0 0
oo =210 dIn(A\rArrr) 0
AIAIIL )
0 c ()‘HI - 1) + dln()\[)\]]]) ererr e
667.134 0 0
. MN
fir Ay = 1,12, 2771 =0,95: o, = 0 93.251 0 g2
0 0 —126.692
er,err,errr
c.
Ar=dr=A = J=X
c (A} —1) +dIn(A3) 0
o, = /)\)% 0 c(A2—1)+dIn(A}) 0
2 3
0 0 ¢ ()\I 1) T dln()\I) er,err,errs
—1148.022 0 0
. MN
fir A\ = Air=Arrr =091 o, = 0 —1148.022 0 2
0 0 —1148.022
er,err,errr

d.

Einaxialer Verzerrungszustand: Aj; = Ajrr =1

Ar =105 ¢¥H(A =1,05) = ¢[(1% + 1% +1,05%) — 3 — 2In1,05] + d[In1,05]* = 0,714 - 10> MNm kg
Ar =105 ¢YH(Ar =1,10) = ¢[(1% + 1% + 1,10%) — 3 — 2In1,10] + d[In1,10]* = 2,776 - 10> MNm kg
= 2 Gleichungen fiir 2 Unbekannte:

2. Gleichung: d = 3,0559 — c-2,1334 = FKinsetzen in 1. Gleichung:

¢ = 0,847 MNm kg

d = 1,248 MNm /kg
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Abschnitt 11

ELASTOPLASTIZITAT




Kolloquium SS2021

1. Beispiel: Elastoplastizitat — MISES-Plastizizat

Angabe:

Gegeben sei ein Spannungszustand mit den Hauptspannungen o; = 207 = 20777. Dieser wirke
in einem geméf assoziierter Jp Plastizitét (nach vON MISES) fliekenden Stiick Stahl mit dem

Konsistenzparameter A = 0.001.
Gesucht ist die plastische Volumenénderungsrate tre®.
Losung:

Die Fliefiregel fiir assoziierte Jo-Plastizitit lautet (geméf UE-Skriptum 4.17)

(o1 — o) + (o1 — o111) 0
ép:)'\; 0 (011 —or1) + (011 — o111)
6v/77 11 — 071 11 — 0111
0 0 (o111 — 01) + (07111 — O11)

er,I1,I1T

Fiir den gegebenen Spannungszustand erhédlt man mit o777 = o4,

(204 —04) + (204 — 04) 0 0
ép:)'\6\/Tg 0 (O’A—20'A)—|-(O'A—O'A) 0
0 0 (04 —204)+ (04 —04)
er 11,111
1 20’A 0 0
treP = (A tr| 0 — 0 =0
( 6\/J—§) A
0 0 —o
er 11,111

tréP = trs =

A
2V/'J2
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Ersatz-Kolloquium SS2021

11. Beispiel: Elastoplastizitat — Scheibe
Angabe:

Gegeben sind zwei isotrope Stahlscheiben (Dicke ¢ = 1,0 cm), sieche Abbildung. Auf Scheibe 1
werden horizontale Traktionskréfte aufgebracht. Scheibe 1 und 2 erfahren beide keine Tempera-
turanderungen. Die Materialparameter lauten: E = 21000 kN/cm2, v=20,25 ar=12-1070K™*
und f, = 35,5 kN/cm?. Die Breite der Scheiben betrégt b = 60 cm.

LSS
[OHONONONONONONONONG)

Ta=Scheibe 1 T =1
L S
[ | o
[ | I
| E_,L
N oV
Scheibe 2 5 =
o S
) 5 uﬁ
I A
i 0 <=
(ONONONONONONONONONG) ; -
L b2 b2
1 1 1
| b l
1 1

Hinweise: Es liegt ein ebener Spannungszustand vor. Mit Ausnahme der belasteten Réinder wird
an allen anderen Rdndern die Verschiebung normal auf die Berandung verhindert. Alle Beran-
dungen und die Kontaktflichen sind reibungsfrei. Aufgrund der Gleichgewichtsbedingungen in den
Kontaktfiichen sind die Druck-Normalspannungen der beiden Scheiben in y-Richtung gleich grofS
— die Kontaktfliche kann jedoch keine Zug-Normalspannungen tbertragen. Verwenden Sie die

linearisierte Elastizitdtstheorie.

Gesucht: Welche Traktionskraft-Komponenten T, (n = e,,x = b/2e1) T,(n = —e,, x = —b/2e,)
miissen auf Scheibe 1 aufgebracht werden, sodass es gerade zum Fliefen (nach TRESCA) kommt

(T, soll dabei in Scheibe 1 in z-Richtung eine Zugspannung erzeugen)?

Losung:

Da keine Zug-Normalspannungen in der Fuge iibertragen werden und

da Gleichgewicht und Symmetrie Tp(n = e,,x = b/2e;) = T,(n = —e,,x = —b/2e,).

Auferdem Zugspannung in z-Richtung bei positiven T (n = e,,x = b/2e;) an Scheibe 1.

Fiir die Fliefspannung nach TRESCA folgt T, = 35,5 kN/Cm2 or = fy,0rr = o =0.
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Ersatz-Kolloquium SS2021
12. Beispiel: Elastoplastizitat — Stab

Angabe:

Gegeben ist ein Stab wie in der nachstehenden Abbildung dargestellt, welcher eine Zugfliefs-

grenze von f; = 35,5kN/cm? aufweist. Er wird mit einer konstanten Zugspannung, die gleich der

Zugfliebgrenze f! ist, in der es-Richtung belastet.

€9

.

7

€1

80 cm

Gesucht: Bestimmen Sie die Richtung des plastischen Flusses bei Zugrundelegung der Fliefsfunk-

tion nach TRESC A, beziiglich der ey, e,, e3-Basis. Geben Sie hierfiir die einzelnen Komponenten

im Textfeld an.

Losung:

_ _ _
or=1Ff, on=o0mr=0

0

011

0

0
0

or
€1,e2,e3

orr =0gi1
0
0

dor—orrr—1)
o111

0
0

0

= el =)

Oorrr1

0

O(or—orrr—1)

0 -1 0 O

0 =A|0 -1 0

d(or—orrr—1) 0 0 1
da1 e1,e2,e3 e1,e2,e3
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Kolloquium SS2020
3. Beispiel: Elastoplastizitat — DRUCKER-PRAGER

Angabe:
Gegeben ist das plastische DRUCKER-PRAGER-Potential mit @ = 0 und £k = 167MPa. Es
herrscht assozierte Plastizitdt (¢ = f). Gehen Sie von einem einaxialen Spannungszustand aus

mit ;7 = o = 0und o7 > 0.

gpp (o) = fpp (o) =/J§ + ac™ — k

Gesucht ist das Verhéltnis x zwischen der Grofe des plastischen

P
Flusses in Richtung von er;r und der Gréfe des plastischen Flusses T = @
o €]
in Richtung von e;j.
Losung:
Analog nach VON MISES und a = 0: flo) = [Ty — k
Die zweite Invariante des Spannungsdeviators: Jg = %0’%
. €
€, = A 0 - 0 = r=- = _05
? 6y J2 o1 el

0 —0r
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Ersatz-Kolloquium SS2020
11. Beispiel: Elastoplastizitat — MISES

Angabe:

Gegeben ist ein Material, das nach der Fliefsregel von VON MISES versagt und bei dem ein

Spannungszustand der Form o7 > o7 > o sowie o = 0 vorliegt. Es herrscht assozierte

Plastizitit (g = f).

1 0 3 0 0 1 0
& =X|0 0 &= \ 1 0 gr = \ 1
0 0 -2 0
- er,err,errr - er,err,errr - er,err,errr
(1 0 1 0 [
& =X0o 1 g = )\ 1 &P = )\
00 —1 00 —2 ~1
- er,err,errr - er,err,errr - er,err,errr

Gesucht: Welche der gezeigten Optionen geben die zugehorige Fliefsregel korrekt dar?

Losung:
Fiir die erste Invariante muss folgendes gelten: I; = sp (%) =0
Dieses Kriterium erfiillen die mittlere Option der oberen Reihe sowie die letzten beiden der

unteren Reihe.
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2.Kolloquium WS2014/2015

Angabe:
Gegeben ist eine homogene Scheibe aus Stahl, die ge- P

/.
miR nebenstehender Abbildung in einen starren Rah- 1 F/ e
Stahlscheibe

men eingebettet ist. Im spannungs- und verzerrungsfrei-
en Ausgangszustand hat die Scheibe eine Temperatur von g
Ty = 20°C. Der verwendete Stahl weist eine Querdeh- § reibunzsfreiin/
nungszahl von v = 0,30, einen Schubmodul von G = < gelagert

87,5 GPa und einen Wérmeausdehnungskoeffizienten von e}
ar = 13 x 1075 1/K auf. Die Festigkeit des Stahls kann €z

durch ein von Mises-Festigkeitskriterium mit Festigkeit- 4

dzl(:n? [=15cm

\(\)_U_()_()_()_()_(')_()_U_()_()_( )]

sparameter k = 136 MPa beschrieben werden.

Gesucht:

1. Berechnen Sie die kritische Temperatur bei der die Stahlscheibe zu flieken beginnt. Unter-
scheiden Sie dabei die beiden Félle Erwdrmung der Stahlscheibe TE >T, sowie Abkiihlung
T]:?{ <Tp.

2. Ermitteln Sie die Richtung des plastischen Flusses &P fiir T = T/ unter Annahme assozi-
ierter Plastizitét und geben Sie die Tensorkomponenten von € in der Basis e, e,, und e,

all.

Anmerkungen: Es ist die linearisierte Elastizitditstheorie zu Grunde zu legen. Alle Kontaktfld-
chen sind als reibungsfreir anzunehmen. Das Eigengewicht kann vernachldssigt werden. Mogliches

Ausknicken der Stahlscheibe wird konstruktiv verhindert.
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Losung:

0 0 O
Aus der Lagerung folgen Spannungstensor o= |0 o,, 0
0 0 o,
€z 0 0
und Verzerrungstensore=| 0 0 0
0 00

Auswertung des Hookeschen Gesetzes (2. und 3. Zeile) liefert ein Gleichungssystem:

0= %ayy — £0., +arAT sowie 0 = — Loy, + %azz + arAT.

Autflsen ergibt oy = 0,, = —2Z8TE it B = 2G(1 + v) = 227 GPa.

2. Invariante des Spannungsdeviators Jy = %O'Zy = VL= :I:\/go‘TlA%

Einsetzen in von Mises Kriterium v/J; — k = 0 mit AT = AT}, ergibt AT}, = :I:%3 =
+5,58°C.

kritische Temperatur Erwirmung: T2 = Ty + |ATi,| = 25,58°C, Abkiihlung T2 = T —
|AT},| = 14,42°C

bei assoziierter von Mises-Plastizitit gilt g = 1/J — k und daher &? = )\#Es
Fiir T = T2 folgt oy, = 235,24 MPa und /J, = k = 136 MPa
—%ayy 0 0 —-0,577 0 0

mit dem Spannungsdeviator s = 0 %Uyy 0 folgt ¥ = A 0 0,288 0
0 0 3oy 0 0 0,288
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2.Kolloquium WS2013/2014
Angabe:

Gegeben sind zwei Stdbe mit der in der nachstehenden Abbildung definierten Lénge und einer

Querschnittsfliche von 12 cm?.

Stab I ist durch die drei Parameter des viskoelastischen Modells nach ZENER charakterisiert:
E, = 20500kN /cm?, E,; = 19500 kN /cm? und n = 5,85 - 106 kN d/cm?. AuRerdem wird er mit
einer konstanten Zugkraft P = 360 kN in e-Richtung belastet.

Stab II weist eine ZugflieRgrenze von fY = 35,5kN/cm? auf. AuRerdem wird er mit einer kon-

stanten Zugspannung, die gleich der Zugfliekgrenze f} ist, in der e,-Richtung belastet.
Gesucht:

1. Die Verlangerung von Stab I unmittelbar nach Lastauf-

bringung (¢t = t§ = 0).

2. Bestimmen Sie ob und ggf. zu welchem Zeitpunkt Stab [
die Unterlage beriihrt. Stellen Sie den zeitlichen Verlauf
der Stabliangenénderung fiir 0 < ¢t < 2000d qualitativ

80 cm

dar.
3. Bestimmen Sie die Richtung des plastischen Flusses in

Stab II, bei Zugrundlegung der Fliefsfunktion nach TRES-

€3

€1
162

CA, bzgl. der ey, e;, e3-Basis.

. Wird das Volumen von Stab I im Zuge plastischer De-

v
1cm
S

formationen, bei Zugrundlegung der Flieffunktion nach
TRESCA, kleiner oder gréfter? Begriinden Sie Thre Ant-

wort.
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Deth) ={&+24 [1 — e_%(tg_t‘))] } Aoy =
= 29 = 0,0015 = u(ty) = e(tJ)lo = 0,1231 cm

el 0.2402}
By (oo -
{Elez + E'Au [1 - 6_7(00 tO)] } Agy = 50.1231
= Elez + E%)AJO = 0,0030
u(t = 00) = e(t = 00) - lp = 0,2402cm< 1cm
= Die Unterlage wird nie beriihrt. % g e
3)or=f, op=0yr=0
op=ogr 0 0
g = 0 or 0
0 0 omr
e1,e2,€3
Ooreni=l) 0 0 -10 0
= &P = )\ 0 3(01—80111—1) 0 =Xxl0 1 0
0 01 Oor—or11-1) 0 0 —1
o111 e1,e2,e3 e1,e2,e3

4) Da die plastischen Fliisse betragsméafig gleich grofs sind und einer ein positives Vorzeichen und

zwei ein negatives Vorzeichen haben, wird das Volumen des Stabes kleiner.
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Kolloquium SS2021
10. Beispiel: Erwartungswert E-Modul

Angabe:

Gegeben: Drei einaxiale Versuche mit Kraftbeanspruchung in axialer Richtung wurden fiir ein

Prisma mit quadratischer Grundfliche (= s2, wobei s = 22mm) durchgefiihrt. Die Dehnungen

wurden mit Dehnmessstreifen gemessen.

Kraft [kN]

T R B —
0 01 02 03 04 05

S I R R
0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

Dehnung [103]

Gesucht ist der Erwartungswert fiir den Elastizitdtsmodul in | GPal als Mittelwert der tiber die

drei gezeigten Test ermittelten Elastizitdtsmoduln.

Losung:
Ae; = (09-0,65)-103 = 0,25-1073
Ag,y (0,65 —0,5) - 1072 0,15-1073
Aes = (0,75—0,55)-10% = 0,20-1073
Aoy = AR = SN — 00123967kN/mm?
Ao, ab T 0,0103306 kN /mm?
Aoy = &5 i = 0,0082645 kN /mm?
mit: E,; = 2—‘: =
E = % . (Ex,l + E:c,2 + Ez,3) =
1 [ 00123967 5N 0,0103306 £ 0,0082645 L5
- 3 0,25:10-3 0,15-10-3 0,20-10-3

53,2599 GPa
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Kolloquium SS2021

11. Beispiel: Wellenlange der Transversalwelle

Angabe:

Gegeben sind Messergebnisse aus einem Ultraschalltest an einer Stahlprobe mit einer Héhe h =
8 mm; der Querschnitt ist quadratisch, die Seitenlédnge betrigt 1,9 cm und die Masse 24,1 Gramm.
Die Stahlprobe wird bei einer Frequenz von 10 MHz untersucht. Versuchsaufbau ist der Skizze zu
entnehmen. Ohne Stahlprobe werden fiir die Longitudinalwelle eine Signal-Laufzeit (zwischen
Sender und Empfanger) von 4 us gemessen, fiir die Transversalwelle 6,95 us. Mit Stahlprobe

werden Laufzeiten von 5,96 us bzw. 9,58 yus gemessen.

Sender -

Gesucht ist die Wellenldnge in [mm| der Transversalwellen in der Stahlprobe.

Losung:
Nach dem Ubungsskript ab Seite 46 folgt:

h 8 mm
L. 9,58 115 — 6,95 15 ’ /s
A1
A o= VT 30A8mmyus a0 e im

f 10 MHz
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Ersatz-Kolloquium SS2021
4. Beispiel: Querdehnungszahl wahrend Fliefien
Angabe:

Gegeben sind die nachfolgenden Kraft /Axialdehnungs- bzw. Axialdehnung/Querdehnungs- Dia-

gramme eines einaxialen Zugversuchs mit a = 2.

10— m  1,0a
o
—

— 8- — 0,82
= oTo]
= c

— 6 — > O,6a —
c
1 2

S 4 L 04
©

2 - % 02a—
<

T | T T | T T T T
0 02a O04a 06a 0,8a 1,0a -5 -4 -3 -2 -1 0
Axialdehnung [1073] Querdehnung [104]

Gesucht ist die Querdehnungszahl des Materials wiahrend des Flieflens.

Losung:
Aéguera = ((—4) = (=2)) - 107" = —2-10~*

Aeaxial,x = (1,0 ‘12— 0,6 ° 2) . 10_3 = 0,8 . 10_3

Aéqueras ~20-10~*
_ Thquenr %Y 7Y 0.2
Aeawial,x Oa8 1073 O, °

VvV =
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Ersatz-Kolloquium SS2021

5. Beispiel: E-Modul — Ultraschall
Angabe:

Gegeben sind Messergebnisse fiir eine zylindrische PVC-
Probe. Der Zylinder hat eine Hohe von h = 200 mm einen
Durchmesser von d = 30 mm und eine Masse von m = 250 g. T -
Der PVC-Zylinder wird in axialer Richtung mittels Ultraschall
untersucht. Die Messfrequenz betrégt 1 MHz. Zur Verbesse-
rung der Signaliibertragung zwischen Sender, Probe und Emp-  ponigschichten PVC-Probe h

finger wird Honig verwendet; siehe Skizze unten. Die Laufzeit

durch beide Honigschichten zusammen (ohne Probe) betragt

380 ns. Die Gesamt-Wellenlaufzeiten durch den Zylinder (plus d
C_ ]
beide Honigschichten) betragen 88,68 us (Longitudinalwelle)
beziehungsweise 191,56 us (Transversalwelle).
Gesucht Bestimmen Sie den Elastizitdtsmodul des Materials (in [ GPal).
Losung:
Laufzeit Longitudinalwelle: Laufzeit Transversalwelle:
tr = 88,68 us — 0,38 pus = 88,30 us tr = 191,56 us — 0,38 us = 191,18 us
Geschwindigkeit der Longitudinalwelle: Geschwindigkeit der Transversalwelle:
0,2m 0,2m
vL, 88.30 - 1055 65,0057 m/s vr 191,18 - 10-55 046,0798 m /s
Dichte des Materials:
m 0,250 kg

5 = 1768,3883 kg/m*

"IV 02men (05

Elastizitatsmodul:

3v2 — 42
_ 2 L T _
E = pvp- 2 .2 =
v —Ur

3 - (2265,0057 2 _4.(1046,0798 2
. 1768,3883 ke/m® - (1046,0798 m /s)? - O (2265,0057m/s) — 4 - (1046,0798 m/s)” _

(2265,0057 m/s)? — (1046,0798 m /s)?

= 5281160419,6374 Pa =5,2812 GPa
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Kolloquium SS2020

4. Beispiel: Experimentelle Methoden — Querdehnungszahl
Angabe:

Gegeben sind die nachfolgenden Kraft/Axialdehnungs- bzw. Axialdehnungs/Querdehnungs-

Diagramme eines einaxialen Zugversuchs.

10

— 1 i
8t 7 08}
= =
2 6 X 0,6}
- 20
= =
:2 4 %0,4
o=
2t =02
z
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0 ' ' '
0 02 04 06 08 1 -4 -3 ) 1 0
Axialdehnung x 1073 [-] Querdehnung x 1074 [-]

Gesucht: Die Querdehnungszahl des Materials wihrend des Fliefsens.

Losung: Querdehnungszahl des Materials:

Aequer:t = (_3, S — (—2)) $107% = —-1,5- 1074
, _ AEquer,m _
v= _Aeazial,z _ 0,5

Aé€ogiar: = (0,9—0,6)-1073 =0,3-10"3

BEISPIELSAMMLUNG INGENIEURMECHANIK




Kolloquium SS2020
5. Beispiel: Experimentelle Methoden — Signallaufzeiten

Angabe:

Gegeben ist die Stahlprobe laut Abbildung
a). Die Hohe der Probe (in Messrichtung) be-
tragt 8,5mm. Die Stahlprobe wird bei einer
Frequenz von 10 MHz untersucht. Ohne Stahl-
probe werden fiir die Longitudinalwelle eine
Signal-Laufzeit (zwischen Sender und Empfan-
ger) von 4,44 us gemessen, fiir die Transversal-

welle 6,69 us. Mit Stahlprobe werden Laufzeiten

von 5,68 us bzw. 9,45 us gemessen.

Gesucht ist die Transversalwellengeschwindigkeit vr.

Losung:
Signallaufzeit mit Probe: tr = 9,45 us — 6,69 us = 2,76 us
Ermitteln der Transversalwellengeschwindigkeit: vy = 32™™ — 3079 71m/s

2,76 us
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Ersatz-Kolloquium SS2020
7. Beispiel: Experimentelle Methoden — Elastizitatsmodul
Angabe:

Gegeben ist eine Aluminiumprobe mit Probenhéhe
8,5mm laut Abbildung. Die Dichte des Materials be-
trigt 2,5g/cm3. AuRerdem wurde eine Transversal-
wellengeschwindigkeit von 3,1km/s und eine Longi-
tudinalwellengeschwindigkeit von 6,4 km /s gemessen.
Gesucht ist der Elastizitdtsmodul der Aluminium-
probe in | MPa].

Losung:

3v2 —402 2 3-(6400m/s)? — 4 m/s)?
B =ity = 2500 kg /m® - (3100 /5)° HEEEM =

= 64,71 -10° Pa = E = 64710 MPa
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Ersatzkolloquium SS2019
1. Beispiel: Mechanische Werkstoftpriifung
Angabe:

Gegeben sind Messergebnisse fiir eine zylindrische PVC-Probe, die mit zwei verschiedenen Mess-
methoden erzielt wurden. Der Zylinder hat eine Héhe von 200 mm, einen Durchmesser von 30 mm

und eine Masse von 200 g.

1. Der PVC-Zylinder wird in axialer Richtung mit-
tels Ultraschall untersucht. Die Messfrequenz be-
tragt 1 MHz. Zur Verbesserung der Signaliibertra-
gung zwischen Sender, Probe und Empfanger wird Oszilloskop .
Honig verwendet; siehe Skizze rechts. Die Laufzeit re
durch beide Honigschichten zusammen (ohne Pro- e
be) betrigt 400ns. Die Gesamt-Wellenlaufzeiten
durch den Zylinder (plus beide Honigschichten)

betragen 88,68 us (Longitudinalwelle) beziehungs- IIZX)E‘; 200 mm

weise 191,56 us (Transversalwelle).

2. Der gleiche Zylinder wird ebenfalls entlang der

. . . l___'
Achse einem einaxialen Druckversuch unterwor- 30 mm

fen. Gemessen wird die Langendnderung der Pro- Puls- <>
be zwischen Druckkraftniveaus von O,95}<N und Erzeuger 5 w
3,63 kN mittels digitaler Wegaufnehmer. Uber die

Messstrecke von 80 mm ergibt sich eine Verkiir-

zung von 110 pm.

Gesucht:
a. Bestimmen Sie die Dichte der Probe.

b. Bestimmen Sie aus dem Ultraschall-Versuch die Longitudinal- und Transversalwellengeschwin-
digkeit in der Probe, sowie die Wellenldngen, den Elastizitdtsmodul (in GPa) und die Quer-
dehnungszahl des Materials.

c. Bestimmen Sie auferdem aus dem Belastungsversuch die maximale Spannung und Dehnung

sowie — unter der Annahme einer linearen Kraft-Dehnungs-Kurve — den Belastungsmodul
(in GPa).
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Losung:

a.
Volumen des Zylinders: V = 200mm - 7 - (30%)2 ~ 141371,67 mm?3 = 1,4137167 - 10~*m?3
Dichte des Materials: p =m/V = 14137210%7gmm3 = 14137(1)’6271.‘50_%3 ~ 1414,7 kg/m3 b.

Laufzeit Longitudinalwelle: t;, = 88,68 us — 0,4 us = 88,28 us
Laufzeit Transversalwelle: t7 = 191,56 pus — 0,4 us = 191,16 us

Geschwindigkeit der Longitudinalwelle: vy, = gggg‘lﬁ = 88,2052.21181—% A 2266 m /s = 2,266 km /s
Geschwindigkeit der Transversalwelle: vy = 12901?1%?5 = 191,2232;5—% ~ 1046 m/s = 1,046 km /s
Wellenldnge der Longitudinal-Welle: Ay, = v,/ f = 2’216&11({12/ ® = 2’21?(.)1605}111/ ® = 2,266 mm
Wellenldnge der Transversal-Welle: A\r = vr/f = 1’0141\6411{{21/ = 1’%?6160;_121/ > = 1,046 mm

Elastizitdtsmodul: E = pv2 - % ~ 1414,7kg/m’ - 1,095 (km /s)” - 1416(11205
L ’

= 1,5489 - 10° X£ . 2,729 ~ 4,227 GPa

2 2
c, — VL/2=vp o 1473
Querdehnungszahl: v = =z ™ Lo 0,3645

c.
Kraft-Differenz: AF = 3,63kN — 0,95kN = 2,68 kN = 2680 N

Fléache Zylinder-Oberseite: A = 7 - (30%)2 ~ 706,86 mm? = 7,0686 - 10~*m?

Spannung: o = % = 7,0652_8% ~ 3791162,5 Pa ~ 3,79 MPa
Dehnung: & = §¢ = 210m0 — 001375

Belastungsmodul: E = £ = % ~ 2,7572 GPa
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Kolloquium SS2018

1. Beispiel: Mechanische Werkstoftpriifung

Angabe:

Gegeben sind Messergebnisse aus zwei Ultraschall-Tests an einer Stahlprobe. Die Hohe der
Probe (in Messrichtung) betrégt 8,5mm; der Querschnitt ist quadratisch, und die Seitenlédnge
betragt 1,9 cm. Die Masse betragt 24,1 Gramm.

1. Im ersten Test wird die Stahlprobe bei einer Fre-
quenz von 10 MHz untersucht. Abbildung a) zeigt
den Versuchsaufbau. Ohne Stahlprobe werden fiir
die Longitudinalwelle eine Signal-Laufzeit (zwi-
schen Sender und Empfénger) von 4,44 us gemes-
sen, fiir die Transversalwelle 6,96 us. Mit Stahl-
probe werden Laufzeiten von 5,86 us bzw. 9,54 us

gemessen.

2. Im zweiten Test wird ein Aluminium-Zylinder
verwendet, um die Laufzeit zu erhohen. Abbil-
dung b) zeigt den Versuchsaufbau. Auferdem
wird bei einer Frequenz von 5 MHz gemessen.
Die Hohe wie der Durchmesser des Zylinders \

betragen 5,0cm, die Masse betrigt 263 Gramm.

Die Laufzeiten durch den Versuchsaufbau mit
Aluminium-Zylinder, aber ohne Stahlprobe wer-
den zu 7,94 bzw. 16,11 us bestimmt. Mit Zylinder
und Stahlprobe ergeben sich 9,35 bzw. 18,73 us fiir

Longitudinal- bzw. Transversalwellen.

Gesucht:
a. Bestimmen Sie die Dichte der Stahlprobe.

b. Bestimmen Sie die Geschwindigkeiten der Longitudinal- und Transversalwellen in der Stahl-

probe fiir beide Tests.

c. Bestimmen Sie den Elastizitdtsmodul und die Querdehnungszahl fiir beide Tests, sowie die

entsprechenden Mittelwerte.

d. Bestimmen Sie die Wellenléngen der Longitudunal- und Transversalwellen in der Stahlprobe
fiir beide Tests.
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Losung:

a.

Dichte Stahlprobe: pgan = 24,1¢/(8,5mm-(1,9 cm)?) ~ 24,1 /3,07 cm3 =~ 7,85 g/cm3 = 7850kg/m
b.

Test 1:

Signallaufzeiten ohne Probe: t1 1 = 5,86 us—4,44 pus= 1,42 us, tr1 = 9,54 us—6,96 ps= 2,58 us
Geschwindigkeiten: vy, 1 = 8,5mm/1,42 us~ 5986 m/s, wvr; = 8,5mm/2,58 us~ 3295 m/s

Test 2:

Signallaufzeiten ohne Probe: t1 9 = 9,35 us—7,94 us= 1,41 us, tro = 18,73 us—16,11 pus= 2,62 us
Geschwindigkeiten: vy, o = 8,5mm/1,41 us~ 6028 m/s, wvrs = 8,5mm/2,62 us~ 3244 m/s

c.

Test 1:

By =p- v - (3v: — )/ (v? — v2) =~ 218,7 GPa, vy = (v2/2 —v2)/ (v} —v2) =~ 0,2827
Test 2:

Ey = p-vZ - (3v2 — 402)/(v2 — v2) =~ 214,3 GPa, vy = (v/2 —v2)/(v: — v2) = 0,2961

= Mittelwert Elastizitidtsmodul: E = (218,7 4 214,3)/2 = 216,5 GPa

= Mittelwert Querdehnungszahl: v = (0,2827 + 0,2961)/2 = 0,2894 GPa

d.

Test 1:

Longitudinalwellenldnge A1 = vg1/f = 5986 m/s/10 MHz= 0,5986 mm
Transversalwellenlédnge: Ar; = vr1/f = 3295m/s/10 MHz= 0,3295 mm

Test 2:

Longitudinalwellenlénge Az 2 = vg o/ f = 6028 m/s/5 MHz= 1,2056 mm
Transversalwellenlénge: Aro = vro/f = 3244 m/s/5 MHz= 0,6488 mm
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2.Kolloquium WS2016,/2017
Angabe:

Gegeben sind Messergebnisse aus zwei Materialtests:

e Ein Quader aus isotropem Stahl (Kantenldngen in x-, y- und z-Richtung wie im Foto einge-
zeichnet: 20 mm, 20 mm und 7,4 mm; Masse 22,9 g) wird mittels Ultraschall untersucht. Die
Messfrequenz betragt 10 MHz. In Sender und Empfanger sind ,delay lines* integriert, die die
Laufzeiten erhohen. Infolgedessen betragen die Wellenlaufzeiten durch den Versuchsaufbau
ohne Stahlprobe 4,44 us (Longitudinalwelle) und 6,94 us (Transversalwelle). Die Gesamt-
laufzeiten mit Probe betragen in x-Richtung 7,80 us (Longitudinalwelle) beziehungsweise
13,09 us (Transversalwelle), und in z-Richtung 5,66 us (Longitudinalwelle) beziehungsweise
9,16 us (Transversalwelle).

e Derselbe Stahlquader wird zudem in x-Richtung und unabhéngig davon in z-Richtung je-
weils einer einaxialen Druckbeanspruchung unterworfen. Die Versuche werden verschie-
bungsgesteuert mit konstanter Langendnderungsrate bis in den Fliefsbereich durchgefiihrt.
Anschliefend wird die Belastung gestoppt und mit ebenfalls konstanter Lingenédnderungs-
rate vollstdndig entlastet. Gemessen werden die Krifte sowie die Kantenldngendnderungen
in der jeweiligen Belastungsrichtung. Das Diagramm zeigt die Messkurven fiir beide Rich-

1 * ‘

tungen.
Kraft-Weg-Diagramm

o z-Richtung

Kraft [KN]

@
3
T

x-Richtung |

S
S
T

I 5 | 1
0 05 1 15 2 , 28 3 35
Kantenléngenénderung [10m]

Gesucht:

1. Bestimmen Sie aus den Ultraschall-Versuchen die Mittelwerte fiir die Longitudinal- und
Transversalwellengeschwindigkeit in der Stahlprobe (km/s) und aus den Mittelwerten den

Elastizitdtsmodul (GPa) sowie die Querdehnungszahl des Materials.

2. Bestimmen Sie aus dem Diagramm der Druckversuche ebenfalls den Elastizitdtsmodul

(GPa) fiir beide Messrichtungen und berechnen Sie den Mittelwert.
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Losung:

1. Laufzeit in x-Richtung, Longitudinalwelle: t;, = 7,8 us — 4,44 us = 3,36 us
Laufzeit in x-Richtung, Transversalwelle: t7 = 13,09 us — 6,94 us = 6,15 us

Geschwindigkeit der Longitudinalwelle: vy, = 5’3522 = ;g;%i?; ~ 5952m/s = 5,952km /s

Geschwindigkeit der Transversalwelle: vy = 62’?5‘3:2 = 5(1)51%1?; ~ 3252m/s = 3,252km/s

Laufzeit in z-Richtung, Longitudinalwelle: t;, = 5,66 us — 4,44 us = 1,22 us
Laufzeit in z-Richtung, Transversalwelle: t7 = 9,16 us — 6,94 us = 2,22 us

Geschwindigkeit der Longitudinalwelle: v, = 71‘;;“;; = I;;%i?; ~ 6066 m /s = 6,066 km /s

Geschwindigkeit der Transversalwelle: vp = 2‘;;“’2 ;’;1'21%22 ~ 3333 m/s = 3,333 km/s

Mittelwert der Longitudinal-Geschwindigkeit: v, M km /s ~ 6,009 km /s

Mittelwert der Transversal-Geschwindigkeit: vy w km/s ~ 3,293 km /s

Volumen: V =1y -l - I3 = 20,0 mm - 20,0 mm - 7,4 mm = 2960 mm?3

Dichte des Materials: p = m/V = ;228 = 00229 7736,5 kg /m®

2960 mm3 2,96 .10—6m3 ~

Elastizititsmodul: E = pv3 - 22~%F ~ 8,388 - 10%kg/ms” - 349107 9156 GPa
L T

2 2
. — vL/2_vT ~ 77212106 ~
Querdehnungszahl: v = e x5 ST 0,285

. 3 m m . _Gm —
2. Stauchung in x-Richtung: €, = Al,/l, = 332’6()m7rfj 38.18—3111 =1,3-1073

Stauchung in z-Richtung: €, = Al, /I, = 14’7‘111;"“1 = 7?5?0__6511 =1,216-1073

Spannung in x-Richtung: o, = 40kN/(20 - 7,4 mm?) = % =2,7-1085

Spannung in z-Richtung: o, = 100kN/(20 - 20 mm?) = 412619f§2 =25-1085

N
Elastizitdtsmodul in x-Richtung: E, = %= = 21731;)0 - =~ 2,079 - 1011 = 207,9 GPa

€z

2,5- 10SN

Elastizitétsmodul in z-Richtung: E, = % = {oreg =~ 2,056 - 10 55 = 205,6 GPa

Mittelwert: E = (207,9 GPa + 205,6 GPa)/2 ~ 206,7 GPa
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Ersatzkolloquium WS2016/2017
Angabe:

Gegeben: Ein quaderférmiger Pyrit-Kristall (Kantenldngen der Probe in x-, y- und z-Richtung;:
34,3 mm, 31,0 mm und 29,5 mm; Masse 145,4 g) wird mittels Ultraschall untersucht. Die Messfre-
quenz betragt 5 MHz. Zur Verbesserung der Signaliibertragung zwischen Sender, Probe und Emp-
fanger wird Honig verwendet. Die Laufzeit durch die Honigschichten allein betrdgt 150 ns. Die
Gesamt-Wellenlaufzeiten durch den Kristall (plus Honigschichten) betragen in x-Richtung 4,24 us
(Longitudinalwelle) beziehungsweise 7,67 us (Transversalwelle), in y-Richtung 3,86 us (Longitu-
dinalwelle) beziehungsweise 6,94 us (Transversalwelle) und in z-Richtung 3,61 us (Longitudinal-

welle) beziehungsweise 6,50 us (Transversalwelle).

Gesucht:

Bestimmen Sie die Dichte der Probe. Bestimmen Sie aufserdem aus den Ultraschall-Versuchen die
Mittelwerte fiir die Longitudinal- und Transversalwellengeschwindigkeit in der Probe und aus den
Mittelwerten der Geschwindigkeiten die Wellenldngen, den Elastizitétsmodul (in Gigapascal), die
Querdehnungszahl des Materials sowie die Werte fiir die Steifigkeitstensorkomponenten Cy11; und

C1212 (ebenfalls in Gigapascal).
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Losung:
Volumen des Kristalls: V = 34,3mm - 31,0mm - 29,5 mm = 31367,35 mm? = 3,136735 - 10>

Dichte des Materials: p =m/V =~ 31;15?’2%@ =3 13?6174?(1)1(%1113 ~ 4635 4kg/m

Laufzeit in x-Richtung, Longitudinalwelle: t; = 4,24 us — 0,15 pus = 4,09 us

Laufzeit in x-Richtung, Transversalwelle: t7 = 7,67 us — 0,15 us = 7,52 us

Geschwindigkeit der Longitudinalwelle: vy, = 3:5’921:1 = ?ng.ll%__?ﬁ? ~ 8386 m/s = 8,386 km /s

cm ,43- —2m ~ _
Geschwindigkeit der Transversalwelle: vy = 3;45:;#5 = 3774532.11%_65 A 4561 m/s = 4,561 km/s

Laufzeit in y-Richtung, Longitudinalwelle: t;, = 3,86 us — 0,15 us = 3,71 us

Laufzeit in y-Richtung, Transversalwelle: t7 = 6,94 us — 0,15 us = 6,79 us

mm 1072 m
Geschwindigkeit der Longitudinalwelle: vy, = 331?1 .= ?3,1701-11%—% ~ 8356 m /s = 8,356 km /s

cm ,10- —2m ~ _
Geschwindigkeit der Transversalwelle: vy = %17%“5 = ?;3717%.11%_65 ~ 4566 m /s = 4,566 km /s

Laufzeit in z-Richtung, Longitudinalwelle: t;, = 3,61 us — 0,15 us = 3,46 us

Laufzeit in z-Richtung, Transversalwelle: ¢t = 6,50 us — 0,15 us = 6,35 us

Geschwindigkeit der Longitudinalwelle: vy, = 2:? fﬁl’;f = 2515%.11%—_26:1 ~ 8526 m /s = 8,526 km /s

cm ,99- —2m ~ _
Geschwindigkeit der Transversalwelle: vy = 269355”5 = 26935511% 5y A~ 4646m /s = 4,646km /s

Mittelwert der Longitudinal-Geschwindigkeit: vy = 3:386+8:35648.526 1) /o ~ 8 423 km /s

3
Mittelwert der Transversal-Geschwindigkeit: vy = %261+4 ‘?,,66 +4646 1 /s & 4,591 km /s
Wellenléinge der Longitudinal-Welle: A\f, = vr/f = 8%9/’[];{”;/ 2 = 8452‘:’01603 m/s — 1,685 mm
Wellenléinge der Transversal-Welle: A\ = vp/f = 4’55%5[’;2/ s =4 559}0160 _"f/ ® = 0,981 mm

Elastizititsmodul: B = pv3 - 24~ ~ 4635,4kg/m® - 21,075 (km/s)? . 125524
L T )
= 9,769 - 10'° ££ . 2 577 ~ 251,8 GPa

Querdehnungszahl: v = v%%/ 2_;§T ~ 1239 ~ 0,289
T

49,867
Komponenten des Steifigkeits-Tensors:

Ciin = p- v} = 4635,4kg/m® - 7,094 - 107 2 ~ 328,8 GPa
Cioiz = p - v} = 4635,4kg/m’ - 2,108 - 10" 5’ ~ 97,7 GPa
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2.Kolloquium WS2015/2016
Angabe:

Gegeben sind Messergebnisse aus zwei Materialtests:

e Eine quadratische Granit-Platte (Seitenlidnge 30,5 cm, Dicke 10,3 mm, Masse 2,49 kg) wird
mittels Ultraschall untersucht. Die Messfrequenz betrédgt 1 MHz. Nur fiir die Messungen
in Dickenrichtung wird ein Aluminium-Zylinder benutzt, um die Laufzeit der Wellen zu
erhohen (linke Abbildung). Fiir den Aluminium-Zylinder allein werden Laufzeiten von
22,02 us (Longitudinal-Welle) und 45,13 us (Transversal-Welle) gemessen. Fiir Aluminium-
Zylinder und Granitplatte zusammen werden Laufzeiten von 24,45 us und 49,42 us gemes-
sen. In Langsrichtung (rechte Abbildung) werden Laufzeiten von 73,3 us und 136,5 us ge-
messen.

e Ein metallener, zylindrischer Probekorper wird einem einaxialen Druckversuch in Axial-
richtung unterworfen. Die Abmessungen des unbelasteten Zylinders betragen: Héhe 20 mm,
Durchmesser 10 mm. Bei einer Belastung von 10 kN reduziert sich die Hohe um 32 pm, der

Durchmesser wichst um 6 gm. Bei 15 kN liegen die Anderungen bei 49 bzw. 10 pym.

Granitplatte:

Pulsgeber

Gesucht:

1. Bestimmen Sie aus den Ultraschall-Versuchen die Mittelwerte fiir die Longitudinal- und
Transversalwellengeschwindigkeit im Granit (in Kilometer pro Sekunde) und aus den Mit-
telwerten die Wellenlédngen (in Millimeter), den Elastizitdtsmodul (in Gigapascal) und die

Querdehnungszahl des Granits.

2. Bestimmen Sie aus dem Druckversuch fiir jede der beiden Laststufen den Elastizitdtsmodul
(in GPa) und die Querdehnungszahl sowie die Mittelwerte der beiden berechneten elasti-

schen Kenngrofien.
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Losung:

1. Laufzeit entlang der Dicke, Longitudinal-Welle: t;, = 24,45 us — 22,02 us = 2,43 us

Geschwindigkeit der Longitudinal-Welle: v, = 12%32 = 12{)433;_11%__2621 ~ 4239 m /s = 4,239 km /s

Laufzeit entlang der Dicke, Transversal-Welle: t7 = 49,42 us — 45,13 us = 4,29 us

. . . cm 1072 m
Geschwindigkeit der Transversal-Welle: vr = ig?; i 14£;)239-11%—Gs ~ 2401 m/s = 2,401 km/s

Laufzeit entlang der Lange, Longitudinal-Welle: t; = 73,3 us

cm . -1 m
Geschwindigkeit der Longitudinal-Welle: v, = i%ius = 37%53_11%_58 ~ 4160 m/s = 4,16 km /s

Laufzeit entlang der Lange, Transversal-Welle: t7 = 136,5 us

Geschwindigkeit der Transversal-Welle: vr = f’gg;ﬁ = i’gg;%_ls"; ~ 2235m/s = 2,235 km /s

Mittelwert der Longitudinal-Geschwindigkeit: vy, = (4,239 km /s+4,160 km /s) /2 =~ 4,20 km /s
Mittelwert der Transversal-Geschwindigkeit: vy = (2,401 km/s+2,235km /s)/2 ~ 2,32km/s

Wellenlédnge der Longitudinal-Welle: A = v /f = 4?%?! 2= 4’30132 m/s — 4,20 mm

Wellenléinge der Transversal-Welle: A = v/ f = 2’;’?\4’“;{"! 2 = 2’?2133 37_”1/ 2 =2,32mm

Volumen der Platte: V = h-1? = 1,03 cm - (30,5 cm)? =~ 958 cm?

Dichte des Materials: p =m/V = gé’égc]:’fg = 9582‘igk‘im3 ~ 2600 kg/m

Elastizititsmodul: E = pv2 - % ~ 1,396 - 10"%kg/ms” - ‘;’;‘2%:}8: ~ 35,77 GPa

. v? /2—v2 _ 3443-106
Querdehnungszahl: v = oz N To6107 0,281

2. Zylinder-Querschnittsfgliche: A = 7 -r? ~ 7,854 - 1075 m?
Schritt 1; Lingsdehnungen: e4 = Ah/hg = Z324™ — _16.1073

20mm

Querdehnung: € = Ad/dy = 4™ =6,0-107*

10mm

Spannung: 0 = F/A ~ 725N ~ 1,273 - 10° Pa = 127,3 MPa

Elastizititsmodul: By = |o/e| ~ BE255 ~ 79,58 GPa

Querdehnungzahl: v, = |eg/ea| = 22 102 ~ 0,375

16107
Schritt 2; Langsdehnungen: €4 = Ah/ho ﬁ“— =—-245-10"3

Querdehnung: eg = Ad/dy = 10 =1,0-10"°

Spannung: o = F/A ~ m;ﬁ% ~ 1,910 - 103 Pa = 191,0 MPa

Elastizitdtsmodul: Es = |o/€| = 129i5;)i\gpa ~ 77,95 GPa

Querdehnungzahl: vy = |eg/ea| = % ~ 0,4082
Mittelwerte:
Elastizititsmodul: E = 2122 — (79,58 GPa + 77,95 GPa)/2 = 78,765 GPa

Querdehnungszahl: v = (0,3750 + 0,4082)/2 = 0,3916
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Ersatzkolloquium WS2015/2016
Angabe:

Gegeben sind Messergebnisse aus zwei Materialtests:

e Ein Quader aus Aluminium (Kantenldngen 1,95 cm, 3,45 cm, 5,95 cm, Masse 108,5g) wird
mittels Ultraschall untersucht. Die Messfrequenz betrigt 5 MHz. Die Wellenlaufzeit durch
die als Kontaktmedium dienenden Honigschichten allein betrdgt 120 Nanosekunden. Die
Laufzeit parallel zur kiirzesten Kante betragt 3,27 us (Longitudinal-Welle) beziehungsweise
6,33 us (Transversal-Welle). Parallel zur mittleren Kante (wie in der Abbildung zu sehen)
betragen die entsprechenden Laufzeiten 5,70 pus und 10,98 us, bei der langsten Kante 9,56 us
und 19,25 ps.

e Derselbe Aluminiumkdérper wird in einem einaxialen Druckversuch mit einer Kraft von 5 kN
belastet, wobei die beiden 1,95 cm x 5,95 cm grofen Oberflachen jeweils einheitlichen Nor-
malkraftdichten unterworfen werden. Durch die Belastung ergibt sich eine Léngen-Abnahme
in Lastrichtung von 2,0 um sowie in Langen-Zunahmen von 0,4 um entlang der kiirzesten

Kante und 1,2 ym entlang der langsten Kante.

Gesucht:

1. Bestimmen Sie aus den Ultraschall-Versuchen die Mittelwerte fiir die Longitudinal- und
Transversalwellengeschwindigkeit im Aluminium (in Kilometer pro Sekunde) und aus den
Mittelwerten die Wellenlangen (in Millimeter) sowie den Elastizitdtsmodul (in Gigapascal)

des Materials.

2. Bestimmen Sie aus dem Druckversuch die Querdehnungszahlen, ausgehend von den Léngen-
Zunahmen entlang der kiirzesten sowie der lingsten Kanten, und die Anderung des Volu-

mens des Korpers (in Kubikmillimeter).
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Losung:

1. Laufzeit entlang der 1,95 cm-Kante, Longitudinal-Welle: t; = 3,27 us — 0,12 us = 3,15 us

Laufzeit entlang der 1,95 cm-Kante, Transversal: ¢t = 6,33 us — 0,12 us = 6,21 us

Geschwindigkeit der Longitudinal-Welle: vy, = 2255‘;"; = 13’9155'.11%__26? ~ 6190m/s = 6,190 km /s
Geschwindigkeit der Transversal-Welle: vy = 29251';:;‘ = 16’9251'.1100__2672 ~ 3140m/s = 3,140 km/s

Laufzeit entlang der 3,45 cm-Kante, Longitudinal-Welle: ¢, = 5,70 us — 0,12 us = 5,58 us

Laufzeit entlang der 3,45 cm-Kante, Transversal: ¢t = 10,98 pus — 0,12 us = 10,86 us

Geschwindigkeit der Longitudinal-Welle: vy, = ?;gi:: = 35’452.11%__26? ~ 6183 m/s = 6,183 km/s
Geschwindigkeit der Transversal-Welle: vy = 325¢m — 3’45'1.0_56"1 ~ 3177Tm/s = 3,177km/s
10,86 s 10,8610 65

Laufzeit entlang der 5,95 cm-Kante, Longitudinal-Welle: ¢, = 9,56 us — 0,12 us = 9,44 us

Laufzeit entlang der 5,95 cm-Kante, Transversal: ¢t = 19,25 us — 0,12 us = 19,13 us

Geschwindigkeit der Longitudinal-Welle: vy, = Ziii:: = 59’9452.11%__26? ~ 6303 m/s = 6,303 km /s
Geschwindigkeit der Transversal-Welle: vy = 225em — 5’95'1.0_567” ~ 3110m/s = 3,110km/s
19,13us — 19,1310 65

Mittelwert der Longitudinal-Geschwindigkeit: vy, = %1% +6’183 +8.303 m /s & 6,225 km /s

— 3,140+3,177 43,110

Mittelwert der Transversal-Geschwindigkeit: vr

6,225 km/s

3 km/s ~ 3,142 km /s

__ 6,225-103m/s

Wellenldnge der Longitudinal-Welle: Ay = v/ f = 25577, =106 -1 = 1,245mm
Wellenldnge der Transversal-Welle: A\r = vp/f = 3’15%5_,’;{72/ 2 = 3’15%61503—7?/ ® = 0,628 mm

Volumen: Vo =1y -l - I3 = 19,5mm - 34,5mm - 59,5 mm = 40028,625 mm? ~ 40,03 cm?

Dichte des Materials: p =m/V = 40(1)23’;%3 = 40821)0?2’“?7”3 ~ 2710 kg/m®
Elastizitdtsmodul: E = pv2 - 32%:4% ~ 2,676 - 101%g/ms? - % ~ 71,1 GPa

2. Stauchung entlang der 3,45 cm-Kante: €5 = €4 = Aly /Iy = :;1250512 = —5,797-107°
Dehnung entlang der 1,95 cm-Kante: €; = eg1 = Al /l; = %"— +2,051-107°
Dehnung entlang der 5,95 cm-Kante: €5 = eg3 = Als/l3 = %’;‘n—m +2,017-107°
Querdehnungzahl: v, = |eg1/€a| = |e1/€2| = % ~ 0,354
Querdehnungzahl: v3 = |egs/ea| = |es/€2| = % ~ 0,348

Mittelwert: v = (0,354 + 0,348)/2 = 0,351

Volumen neu: V,,

= (i + AL) - (I + Ab) - (Is + Alg) =

(19,5mm + 0,4 pm) - (34,5 mm —

2,0 pm) - (59,5 mm + 1,2 pm) = 19,5004 mm - 34,498 mm - 59,5012 mm =~ 40027,933 mm?

Volumenabnahme: AV =V, —
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Kolloquium SS2021
12. Beispiel: Ermittlung statisches Moment

Angabe:

Gegeben ist ein Rechteckquerschnitt laut nebenstehender Abbildung, mit Breite b = 25 mm und

Hohe h = 35 mm.

Gesucht ist das statische Moment an der Stelle z; = h/6, S, (21 = h/6).

Losung:

N S

o Y AN PO
2| by \2 8/ 4

2 2 . h2 . 2
h* h ) __b-h*  25mm é35mm) _ 340278 cm®
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Kolloquium SS2021

9. Beispiel: Integration der Differentialbeziehungen

Angabe:

Gegeben ist ein 3 m langer gedrungener Trager aus Stahl mit konstantem Rechteckrohr-Querschnitt
welcher durch die Streckenlast g(z) belastet wird. Weiters gegeben sind E1,, = 100000 kNm? und
GA/k = 493880 kN sowie ¢ = 20kN/ m.

q(x) = konst.= q

C
v v v S
A —X, U B Y,V < Q
i i v
e > Z,W
| [
zZ,w
Hinweis: Geben Sie mindestens 8 Nachkommastellen an.
Gesucht ist der Stabneigungswinkel d“;—g(:”) an der Einspannstelle.
Losung:
dQ Z T
2D = s Q@ = Q[
— Qo(z=0)=0 = Q(x) = —q-x
du (z) .
LD = @@ = =) = 0
dw (xz =1) .
dr Qr=10)gz=

—20kN/m -3 m
493880 kN

= —0,000121487 rad
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Ersatz-Kolloquium SS2021
6. Beispiel: TIMOSHENKO-Gleitung
Angabe:

Gegeben ist eine 3m hohe gedrungene Stiitze aus Stahl mit konstantem Querschnitt, welche
durch eine linear verdnderliche Streckenlast g(x) geméf untenstehender Abbildung beansprucht
wird. Weiters gegeben sind die Biegesteifigkeit EI, = 100000 kN/m?, und eine Schubsteifigkeit
von GA/k, = 493880kN und g4 = 20kN/ cm.

qA

320

19 19

in [mm]

Gesucht ist die TIMOSHENKO-Gleitung v/ (z) an der Stelle z = b-lm (b= 0,55).

Tz

Losung:

Kz

GA
q($)=qA'(1—§) = Q(x)z/_q(x)de_QA'/(1—§>d$=—q,4 (x—;—j)+(3’1

Qz = )=0=—qA(l——)+Cl—>Cl=— = Q(b.l):quC’;_bJr%)

Mz =b-1)=Q(z=0b-1)

Tor (@ =b-1) = qal (% ~b+ %) - (493880)~! =
— 20KN/m-3m (%5 — 0,55+ 1) - (493880) 1 = 1230110
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Ersatz-Kolloquium SS2021
9. Beispiel: Statisches Moment
Angabe:

Gegeben ist ein zusammengesetzter Holzquerschnitt, bestehend aus einer Kreuzlagenholz-Platte
(Obergurt, bg = 140 cm, hg = 12cm) verschraubt mit einem Brettschichtholztréger (Steg, bg =
20 cm, hg = 85cm).

< ba ol
= =
ha
ZS,0
,,,,, eﬁf\\_/s
= b L. _ bshd tbche(he +2hs)
com 5 2(bghe + bshs)
+

Hinweis: Es darf vereinfacht davon ausgegangen werden, dass der zusammengesetzte Querschnitt

eben bleibt und einer homogenisierten Finzelfidche (mit konstantem E-Modul) entspricht.
Gesucht: Ermitteln Sie das statische Moment Sy(s1) in [cm®] an der Stelle s; = zg,,.
Losung:

Das statische Moment S, (s1) zwischen s; = 0 und der Stelle s; ldsst sich wie folgt anschreiben

2
S
Sy(s1) = / [z(sl)d(sl)] ds; = bg/ [z&u - sl] ds; = bszgus1 — bsil,
S1 S1
und fiihrt ausgewertet fiir s; = zg,, auf
23
Sy(s1=254) = bs—= = +44.364,3[cm3].

2
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Ersatz-Kolloquium SS2021

10. Beispiel: Schubbeiwert
Angabe:

Gegeben ist ein zusammengesetzter Holzquerschnitt, bestehend aus einer Kreuzlagenholz-Platte
(Obergurt, bg = 140 cm, hg = 12cm) verschraubt mit einem Brettschichtholztréger (Steg, bs =
20 cm, hg = 85 cm). Weiters gegeben ist A = 3380 cm? und I, = 3031280 cm*. Weiters gegeben
sind die Funktionen der quadratischen, statischen Momente in Abhéngigkeit der Laufvariable des

jeweiligen Teilabschnittes (wie auch in der Abbildung dargestellt):

ba

f« >
7 o
Z8,0 ;82
77777777777777777777 €y 5,\JS
iez S2(s;) = 1,8106- 107 s2 — 595712 53 + 4900 s
: hS
z
S S2(sy) = 1,6795-10° +3,0151- 107 s,
| 684293 52 — 7357 53 + 100 53
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, A
by

Hinweis: Es darf vereinfacht davon ausgegangen werden, dass der zusammengesetzte Querschnitt
eben bleibt und einer homogenisierten Einzelfliche (mit konstantem E-Modul) entspricht.
Gesucht: Ermitteln Sie den Schubbeiwert &, in [-].

Losung:

Der Schubbeiwert k, kann wie folgt ermittelt werden:

o = T e [T o)

Beriicksichtigung der gegebenen statischen Momente fiihrt schlieklich auf:

A s3 st $57 e
, = +—— |1,8106-10" 2 — 595712 X + 4900 =X
" T g [ ! 3 1 T,
A s2 s3 s3 s3]\
—— 11,6795 - 10° 3,0151-107 22 — 684293 -2 — 7357 22 + 100 -2
+Igbg[’ 2t 2 3 1 %,

und ergibt folgenden Schubbeiwert:

k, = 0,019928 +1,918680 = 1,93861
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Kolloquium SS2020
10. Beispiel: Stabtheorie — Vergleich der Schubsteifigkeiten

Angabe:

Gegeben sind zwei Rechteckquerschnitte,
Notation wie in nebenstehender Abbildung, mit
der Breite b = 16 cm und den Hohen h; = 16 cm
und he = 18 cm. Fiir den Querschnitt mit Hohe
hi ist der Schubmodul mit G; = 0,69 GPa
festgelegt. o)

Gesucht ist die Schubsteifigkeit des Quer-
schnitts mit der Hoéhe h; und der Schubmo-
dul Gq, sodass die Schubsteifigkeit beider Quer-
schnitte gleich grofs ist. z

Losung:

Schubsteifigkeit von Querschnitt 1:

G A, = GIRAI _ 690N/mrri 2(160mm) — 1472 MN

Schubmodul von Querschnitt 2:

G A, 14,72 - 106 N
T A ’ = 613,33 N /mm? = 0,61 GP
A~ (160 mm 180 mm) /1,2 ~ 01333 N/mm” =061GPa

G
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11. Beispiel: Stabtheorie — Vergleich der Verschiebungsantei-

le
Angabe:

Gegeben ist eine 3m hohe gedrungene Stiitze aus
Stahl mit konstantem Querschnitt, welche durch eine
Einzelkraft P an der Stelle z = [/2 geméfs nachstehn-
der Abbildung, beansprucht wird. Fiir den doppelt-
symmetrischen Querschnitt gilt eine Biegesteifigkeit von
FEI, = 100000kN/mm? und eine Schubsteifigkeit von
GA/k, = 493880 kN. Gegeben sind weiteres die Durch-
biegung und der Querschnittdrehwinkel an der Stelle der
Einzelkraft w (1/2) = 0,286 mm und ¢, (I/2) = —0,000225.

Gesucht sind der Anteil an der Durchbiegung zufolge T'1-
MOSHENKO-Gleitung an der Stelle z = [/2 und die Ge-

samtdurchbiegung an der Stelle z = [.

Losung:
w,yg"ZIM (117 = 1/2) = f0l/2 'YZzIM(x) dz = (5/2 Q (IB) & dx
N =L P 2 =1500mm - (493880 kN) ™
w (1) =w(l/2) = ¢, (1/2) - 1/2

BEISPIELSAMMLUNG INGENIEURMECHANIK

B
"AT,
P = 20kN
l=3m
12 | |z, u
A 2, W
AN
390
—
16
32[)[ i VS Z, W
)
Y > LS9
, U
4 in [mm]

@ (z) = konstant = 20kN

-20kN = 0,0607 mm

= 0,623 mm




Ersatz-Kolloquium SS2020

3. Beispiel: Stabtheorie — TIMOSHENKO-Gleitung

Angabe:

Gegeben ist eine 3m hohe gedrungene Stiitze aus
Stahl mit konstantem Querschnitt, welche durch eine
linear verdnderliche Streckenlasten ¢ (z) geméaf ne-
benstehender Abbildung, beansprucht wird. Fiir den
doppelt-symmetrischen Querschnitt gilt eine Biegesteifig-
keit von ET, = 100000kN/m? und eine Schubsteifigkeit
von GA/k, = 493880 kN.

Gesucht ist die TIMOSHENKO-Gleitung 4™ (z) an der
Stelle x = 1/2.

Losung:

VM (z=1/2) =Q(z=1/2) &5  =T,5kN- (493880kN) ™"

BEISPIELSAMMLUNG INGENIEURMECHANIK

] [ =3m

20 kN/m

T, U

ga

A Z,w
AV
| 390

16 S
320[ X
19 19

Y,v

in [mm]

=1,52-107°
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4. Beispiel: Stabtheorie — Temperaturdifferenz und Schub-
steifigkeit

Angabe:

Gegeben ist eine 3m hohe gedrungene Stiitze aus Stahl

mit konstantem Querschnitt, welche durch eine Einzelkraft P = 20kN B

P an der Stelle x = | geméft nebenstehender Abbildung,
beansprucht wird. Fiir den doppelt-symmetrischen Quer- " ATk
schnitt gilt eine Biegesteifigkeit von EI, = 100000 kN /m?,

und eine Schubsteifigkeit von GA/k, = 493880kN so- [=3m
wie ein linearer Temperaturausdehunungskoeffizient von

ar = 1,2-107%. Die Biegeordinate am Trigerende kann x,u
mit folgender Formel bestimmt werden: N

we=1) =4 P A, 0 T

[~

Gesucht: Ermitteln Sie zwei konstante Temperaturdiffe- 16, g w
renzen AT}, sodass die Biegeordinate am Kragarmende 32{ ité
einmal zu Null wird (AT;) und einmal dem zweifachen v Y, v "

in [mm]

der Biege- und Schubanteile entspricht (ATks).

Losung:
w(x=1) =0 =%+%l—%arp%
- ATii(w=1) = (&5 +&5l) 2 = 1388°C
= ATip(z=1) = (;%31 + %l) 2 = —13,88°C
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5. Beispiel: Vergleich von Schubbeiwerten
Angabe:

Gegeben sind zwei Querschnitte, ein Rechteckquerschnitt und
ein [-Profil, mit demselben Schubmodul G. Die Aufenabmes-
sungen der beiden Querschnitte sind dieselben und betragen B )
b= 10cm, h = 2b sowie dr = dg = 1cm, siehe auch nachste-
hende Abbildung. Der Schubbeiwert fiir den I-Querschnitt mit
den gegebenen Abmessungen betrdgt Kr_profi1,, = 2,11875.
Gesucht:

1. Berechnen Sie das Verhéiltnis

_ KI—Profil,z/GAI_Profil
KRechteck /GARechteck y

h=2b

2. Nehmen Sie nun an dass dg — b und beschreiben

Sie in Worten die Entwicklung des Verhéltnisses x. |

Losung:

. 2
_ 2,11875 200 cm — 9’29 2

1. T =SS s Das Verhéltnis £ nahert sich 1 an.
,2:38 cm

BEISPIELSAMMLUNG INGENIEURMECHANIK
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3. Beispiel: Integration der Differentialbeziehungen

Angabe:

Gegeben ist eine 3m hohe gedrungene Stiitze aus Stahl mit
konstantem Querschnitt, welche durch eine linear verénderliche
Streckenlast ¢(z) geméf nachstehender Abbildung, beansprucht
wird. Fiir den doppelt-symmetrischen Querschnitt gilt eine Biege-
steifigkeit von EI, =100000kNm?, und eine Schubsteifigkeit von
GA/k, = 493880 kN.

Gesucht:

a. Bestimmen Sie die Auflagerreaktionen A und M4 an der Ein-
spannstelle, sowie die Funktionen der Verlaufe von Biegemoment
M (z) und Timoshenko-Gleitung yZIM(z).

b. Bestimmen Sie die Funktionen der Verldaufe von Verschiebung
w(z) und Querschnittsdrehwinkel ¢(z) durch Integration der
Differentialbeziehungen der linearen Stabtheorie fiir gedrunge-
ne Stibe ausgehend von der Differentialgleichung 2. Ordnung.

c. Bestimmen Sie die maximale Verschiebung wy,q,; und die Posi-

tion an der diese auftritt.

BEISPIELSAMMLUNG INGENIEURMECHANIK

g = 20kN/m
B—i
a(z) |~ [=3m
z,u
AT Z,w
M o
390
320[ 16, S cw
19 19
Y, v in [mm]




Losung:

a.
q(z) = qB - =/l
Auflagerreaktionen: A = qp é = 30kN My = —qpB g = —60kNm
Momentenlinie: M (x) = qB( L — g—j — %) = —2923 4 30z — 60 [kNm)|
Querkraftlinie: Q(z) = d]\c/.lfa(:w) = qB(2 2l = —ac2 + 30 [kN]
Timoshenkogleitung: yZIM = Q(fv) = DM =dpr(l_ 32”—7) = 53555 (— 2a® + 30) [-]
b.
Differentialgleichung 2. Ordnung:
dPw(z) _ q(z) k BT dPw(z) _ lz _ o8 _ 12y _ BETEEI
Bl =g = M@ =54 BL=g = las(s —51-%)] I GA
= 100000 d;"(w) 2043 31,3500 + 60  (Auswertung fiir [kN| und [m])
Zweimalige Integration der Diﬂ‘"erentialglei(éhung %. Or(%nung
dw(z) lz x l“z gpr?’ KEI
El—— = -— —_—————
dz qB(4 241 2> 21 Ga T
dw(z) 20 .
= 100000 o = Em —15,675z2 +60x + C;  (Auswertung fiir [kN] und [m])
lz x° 1222 g3 K EI
EI = — - _
w(z) qB(u 1200~ 6 ) 61 GA TGt C
1
= 100000w(z) = -——x°—5,2252% 430224 Ciz +Cy (Auswertung fiir [kN] und [m])

18
Anpassung der Integrationskonstanten an die Randbedingungen:
wx=0)=0=C=0
¢(z =0) = 0= dw/dz(0) = Q(z = 0) & = C1 = AZLE = BLELE — 6 074 Nm?

Biegelinie:
CEI'\ 1201 6 61 GA 2 GA
1 1
= 100000 (18x — 5, 22523 + 3022 + 6 0743:)
Querschnittsdrehwinkel:
_ d’u)(m) TIM __ aB x4 lx2 l2x _ 1 20 4
¢ = g TV =g Tt T T2 ) = Toooo0 \ T T18e 602

c.
4B 1174 -1 2k

w7130 T3 g = (0,001485 +0,000121) m= 0,001606 mm= 1,606 mm

Wmag = w(x =1) =

BEISPIELSAMMLUNG INGENIEURMECHANIK
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3. Beispiel: Integration der Differentialbeziehungen
Angabe:

Gegeben ist ein 3m langer gedrungener Trager aus Stahl mit konstantem Querschnitt, welcher
durch eine konstante Streckenlast g, eine Einzellast P, und eine eingepragte iiber den Querschnitt

linear verénderliche Temperatur AT}, geméf nachstehender Abbildung, beansprucht wird. Fiir
den doppelt-symmetrischen Querschnitt gilt eine Biegesteifigkeit von EI, = 100000 kNm?, und
eine Schubsteifigkeit von GA/k, = 493880 kN, sowie ein Warmeausdehnungskoeffizient von ar =
13-10751/K.

¢=10kN/m = 50{1\1 =20 1= 10°C

16 >
Y -1

Y, v )

\ \ A \
UATL = +20K
= x,u — ——

3m —j‘vu:_"_looc

A

Z,w

Gesucht:

a. Bestimmen Sie die Funktionen der Verldufe von Durchbiegung w(z), Querschnittsdrehwinkel
¢(z), Biegemoment M (z), sowie Querkraft Q(z) durch Integration der Differentialbeziehun-
gen der linearen Stabtheorie fiir gedrungene Stdbe ausgehend von der Differentialgleichung

2. Ordnung, sowie mit Hilfe von Gleichgewichtsbedingungen.

b. Bestimmen Sie das maximale und das minimale Biegemoment M, o, bzw. M,;yn, sowie die

Positionen, an denen diese Extremwerte auftreten — stellen Sie M (z) mafstéablich dar.
c. Bestimmen Sie die maximale Durchbiegung wy,,, sowie die Position, an der diese auftritt.

d. Bestimmen Sie fiir den gegebenen Querschnitt den zugehorigen Schubbeiwert &,
(mit G = 7930kN /cm?), sowie die Timoshenko-Gleitung 42/ an der Einspannstelle.

BEISPIELSAMMLUNG INGENIEURMECHANIK




Losung:

a.

Auflagerreaktionen: A, = ql+ P = 80kN My =—Pl—ql?/2=—195kNm
Momentenlinie: M (z) = P(z — ) + 1 (2lz — I? — 2?) = —5z% + 80z — 195 [kNm]

Querkraftlinie: Q(z) = %ﬂ(}x) =P+ q(l —x) =80 — 10z |kN]

Differentialgleichung 2. Ordnung:

2
EIM:—[ (z —l)+%(2lw—l2—x2)]_E1ATk gk ET

dz”? e
= 100000 & ;‘;(””) +52% — 80z + 126,308  (Auswertung fiir [kN| und [m])
Zweimalige Integration der Differentialgleichung 2. Ordnung: )
dw(z) Pz q 9 T EI ATy ar g EI
EI = 2 x| — ) - —
I (l )+2x(lm+l+3 3 T = a7 z+ Cy
dw(z) a:3 z? ,
= 100000 s = 5§ - 80? +126,308z + C;  (Auswertung fiir [kN] und [m])
Pz? q o l 2 22 EI AT, o z? quIx
Elw(z) = T(3l—:c)+§:c (—3x+2+12>— 3 5 GA 2+C'1x+02
zt z3 z?
= 100000w(z) = SE — 80? + 126,308 5 + Ciz + Cy  (Auswertung fiir [kN] und [m])

Anpassung der Integrationskonstanten an die Randbedingungen:
wz=0)=0=C2=0
$(z=0)=0= C; = 2Ble _ @PEIr _ 161983 N2

Biegelinie: ) )
_ Pg? l * =z ATyarz? qrx® (g + P)
w@) = gprB- 2)+ 57 - 372 h 2 GA2 ' GA
1 $4 3 2
= 100000 (5 — 803 + 126, 308 + 16,1983$>
Querschnittsdrehwinkel:
_ dw ) 9 2 ATk aT
¢ = +QM@) g 2EI(2l_x) pmr (el )+ =
1 .’133 2
= —— | =5— 80* — 128,333
100000 ( 3 703 : ””)
b. M,in, = —195kNm

M,in = M(xz = 0) = —195kNm O M, 00 = OkNm

pP3 qi* AT.arl®> gkl® Pl i’k
’wmaz—’w(ib—l)—?’EI-i-SEI— h §—a§+a+a—0,00291m—2,91mm

d.

GA GA 7930 - 180,96

T-493880kN = K= 193830 — 493380 = 2,9056
80

VM (5 = 0) = Q(z = 0) & =1,62-107*

GA ~ 493880
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3. Beispiel: Ermittlung von Schubbeiwerten

Angabe:

Gegeben ist ein 3m langer gedrungener Trager aus Stahl mit konstantem Querschnitt, welcher
durch eine konstante Streckenlast g, eine Einzellast P, und eine eingepragte iiber den Querschnitt

linear verénderliche Temperatur AT}, geméf nachstehender Abbildung, beansprucht wird. Fiir

den einfach-symmetrischen diinnwandigen U-Querschnitt, mit Breite b6 = 100mm, Héhe h =
400 mm, und Dicke d = 10mm, gilt ein Elastizititsmodul von E = 2,10-10®kN/m?, und ein

Schubmodul von G = 7,93 - 10" kN /m?, sowie ein Wirmeausdehnungskoeffizient von az = 13 -

Y, v

10-91/K.
¢ = 10kN/m b= 50@
—
2 Y
Z AT, = 420K

— x,U
3m

Z,w

Gesucht:

b
T T,=-10°C
| <
t Sl <t
s
} <
— __V
T, =+10°C
Z, W

a. Bestimmen Sie den Schubbweiwert x, des gegebenen diinnwandigen Querschnitts, fiir eine

zugehorige Querkraft @, .

Hinweis: Zur Vereinfachung dirfen die Eigentragheitsmomente der Flansche vernachldssigt

werden, und alle Berechnungen auf die Profilmittellinien bezogen werden.

b. Bestimmen Sie die Funktion der Timoshenko-Gleitung =

Punkt a berechneten Schubbeiwerts.

BEISPIELSAMMLUNG INGENIEURMECHANIK
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22 (x), unter Verwendung des in




Losung:
a.
A=2bd+ (4b)d=6bd I,

_d(4b)?®
12

Statische Momente Sy(s1) und Sy® im Flansch:

40
2 _ 2 113
—3db

+2bd (2b)
Sy(s1) = f$1 z(s1)d(s1)ds1 =2s1db Sy® =bd2b=2db?

Statische Moment Sy(s2) im Steg:

Sy(Sg) = Sy® + ASy(® — 52)
= 2db2+/z(sz)d(32)dsz=2db2+d/(2b—32)d32
82

82

2 2
= 2d52+d(282b—522> =d(2b2+2$2b—822> .

Schubbeiwert unter Ausniitzung der Symmetrien:

Al 18602 T8)°
S1 S92
Ky = 2‘[5[\/ yd d51+/ydd32]

0 0

b 2b
B 6bd 1 5 o (a2 s2\?
= QWg [/(ZSlbd) d81+/d (2b +282b—5 d32 y
0 0

Vereinfachung;:

b 2b
27 53
ks = 10025 l/4b2d2sfd31+/d2 <4b4+j+2s%b2+8b382—253b) d82] :

0 0

Integration und Zusammenfassen:

_ 27 2 25? b 2 4 Sg 3% 2 33% S% 2
K2 = 100 BB [4bd 3 O+d 4b 52+20+23b +8b 5 24b i
27 4b° 42 0 5 b o 5 5
= 400d2b5{ 3 +d (Sb +83+16§+16b —Sb)]
27 4 8 16
= _ | = — - 1 —_
400[3+(8+5+3+ 6 8)]
_ 2[4 3u]_ 27 364
4003 0 15| 400 15
819
= %—1,638.
b.
Kz

mit Q,(x) = q(l — z) + P = 80 — 10z, und A = 6bd = 60 cm?
1,638
(7,03 - 107) - (60 - 10—4)

VM (@) = Qule)
= yIIM (z) = (80 — 10x)

=2,754-1074 —3,443-107° -
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