Mathematik fiir Ingenieure (Maschinenbau und Sicherheitstechnik)

Prasenzaufgaben

Aufgabe 1 (Regularitit von ebenen Kurven)

(@)

0
Sonne, die durch die Gleichung (z/a)? + (y/b)? = 1 beschrieben wird. Parametrisieren Sie
die Umlaufbahn mit Hilfe von

(z(®)\ _ [ri(t)cos(t)
«0=(39) = (Hgem): <%
Wie sehen r1(t) und ro(t) aus? Wie muss man ¢ wihlen, wenn der Planet die Sonne ein

halbes Mal im Uhrzeigersinn, einmal gegen den Uhrzeigersinn, zweimal im Uhrzeigersinn und
dreimal gegen den Uhrzeigersinn durchlauft?

Ein Planet startet im Punkt <a) und bewegt sich auf der ellipsoiden Umlaufbahn um eine

1 2
Ein Teilchen bewegt sich gemiB der Kurve a(t) = n iz i_ }) fir ¢ > 0. Skizzieren Sie
den Verlauf des Teilchens in der Ebene und weisen Sie nach, dass die Kurve der Gleichung
2% — y? = 4 geniigt. Ist die Kurve regulir?
Ein Rad rollt auf einer Geraden. Parametrisiert man den Verlauf des Punktes P auf dem
Rand des Rades mit Radius a > 0, so erhdlt man die Zykloide

[ t—sin(?)
alt) =a <1 _ cos(t)) , teR.
Uberpriifen Sie sie auf Regularitit.

Lésungen zu Aufgabe 1)

(a) Wir setzen das vorgegebene a(t) in die Gleichung (z/a)? + (2/b)? = 1 ein. Wihlen wir
r1(t) = a und ro(t) = b, dann erfiillt a die vorgegebene Gleichung (z/a)?+ (z/b)? = 1.
Fiir t € [0,27] entspricht die Kurve einer einfachen ellipsoiden Umlaufbahn um den
Ursprung gegen den Uhrzeigersinn.

Die Parametrisierung v1(¢) := «(t) mit ¢t € [0, 27] gibt eine einfache Umlaufbahn gegen
Uhrzeigersinn.

Die Parametrisierung v_1 /a(t) 1= a(—t) = (“COS(_”> - (“COS(“ ) mit ¢ € [0, 7]

bsin(—t) —bsin(t)
gibt eine halbe Umlaufbahn im Uhrzeigersinn, oder v*, ,(t) = a(—1/2), wobei diesmal
t € [0,2m] ist.
Zweimal im Uhrzeigersinn wird durch y_s(t) = a(—t) = (fbcsolsﬁ((—tt))> mit ¢ € [0, 4]

realisiert, oder durch v*,(t) = a(—2t), wobei diesmal ¢ € [0, 27] ist.
Dreimal gegen den Uhrzeigersinn verlauft die Kurve v3(t) = a(t) mit ¢t € [0, 67], oder

wir wihlen ~%(t) = a(3t) = (‘Z ;f’ﬁgg) mit ¢ € [0, 27].



(b) Das Teilchen bewegt sich auf der Bahn, deren Spur wie folgt aussieht:

3

1 1
Es sind z(t) =t + n und y(t) =t — I Somit haben wir

2 2
1 1 1
2 2
—yt=(t+-) —(t—=) =4-t-==4.

Ferner sind die Ableitungen:

1 21 1 41
und y’(t):1+t—2: P

Zwar verschwindet 2/ (t) offensichtlich fiir ¢ = £1, allerdings ist ¥/ (¢) > 0 fiir alle t € R.
Daher ist die Kurve fiir jedes t € R regular.

(c) Esist
o (t) = a (1 sifff)(t)) |

Die erste Komponente verschwindet genau dann, wenn t = 2kx fiir k € Z ist. Fir
diese t verschwindet auch die zweite. Somit ist die Kurve fiir diese ¢ nicht regular, sonst
regular.

Aufgabe 2 (Fliche & Bogenlinge)
cos(t)
t

sin(t)
Sie, dass fiir den Inhalt F,, der von o umrandeten Fliche gilt:

(a) Sei eine Kurve a(t) = r(t) ) fir t € [0,27] in Polarkoordinaten gegeben. Zeigen

1 27
Fo=— / r2(t) dt
2 0

(b) Das kartesische Blatt « sei durch die Parametrisierung

3costsint cos(t)>
f) = —ocostsmt e . telo,m/2
a(t) cos3t +sin®t (Sln(t) 0,7/

gegeben. Welche Fliache schlieBt diese Schleife ein?

(c) Sei a(t) = e <(s:?r?8:))) eine logarithmische Spirale (mit a,b > 0). Berechnen Sie die

Bogenlange der logarithmischen Spirale fiir ¢ € [0, ¢] mit ¢ > 0.

LSsungen zu Aufgabe 2)



cos(t)

(a) Seien &(t) := (Sm(t)> und &, () :

- sm(t)> . Dann ist

Il

7N

Q

@]

7
—~

~
=

o/ (t) =1/ (£ + r(t)eL(t) = (T:Et) cos(t) — r(t) Sin(t)) |
Fiir die Determinante det(a, o')(¢) gilt dann:

det(a, o) (t) = r(t) cos(t) [r' (¢) sin(t) + r(t) cos(t)] — r(t) sin(t) [r' () cos(t) — r(t) sin(t)]

= ()7 (t) sin(t) cos(t) + r2(t) cos®(t) — r(t)r' (t) sin(t) cos(t) 4 r*(t) sin®(t)
=r2(t) [cos®(t) + sin®(t)] = r*(¢)

=1

Da r%(t) > 0 ist, haben wir schlieBlich

2 2
P = %/0 | det(a) (1), o (£)]dt = %/0 r2(1) dt.

(b) Es folgt fiir die gesuchte Fliche:

w/2 9 /2 2 g 2t
/ r(t)2dt = - / B e
2 Jo  (cos3t+sin”t)?

/”/2 cos? tsin®t &t
0 cosS(t)(1 4 Snit)2

cos3 t

/2 sin?t
/ —dt
0 COS4( )(1+ sin f)

cos3 t

/2 tan 2t 1 it
(1+tan3t)2 cos?t
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9
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9 [7/? sin? ¢ 1 &t
2 2(4)(1 4+ S226)2  cos? ¢

0 cos ( )( +cos3t)
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9
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2

. bcos(at) — asin(at) .
! __ bt
(C) Es ist o (t) =e (bsi ( t) c S( t) und somit

L, = /c e’ \/(bcos(t) — sin(at))2 + (bsin(t) + cos(at))? dt
0

/ Va2 + b2 dt = ”a2b+b2( ° 1),



Hausaufgaben
Die Hausaufgaben kénnen Sie wéchentlich bei lhrem Tutor/lhrer Tutorin zur Kontrolle abgeben.
Aufgabe 1 (Mehr zu ebenen Kurven)
(a) Bestimmen Sie die Polarkoordinatendarstellung der Kurve, die durch die nachstehenden

Gleichung zy = 4 definiert ist. Bestimmen Sie auBerdem die Tangente und die Normale.

(b*) Leiten Sie die Kurve in Prasenzaufgabe 1c) her. Nehmen Sie an, die z-Achse sei die Gerade,
und t der Winkel, um den sich das Rad mit Mittelpunkt M und Radius a auf der x-Achse
in positiver Richtung dreht.

(c) Man fixiere zwei Zahlen a,b > 0. Im R? sei G die Gerade senkrecht auf der z-Achse durch

A= (8) und B = (i) ein Punkt auf G. Sei dann g diejenige Gerade, die durch den

Ursprung und B verlauft. Auf der Geraden g befinden sich zwei Punkte P, und P, die zu
B den Abstand b haben. Liuft nun B auf G entlang, beschreiben P; und P, die "Aste”
einer Kurve, die als Konchoide des Nikomedes oder Muschelkurve bezeichnet wird.

(i) Skizzieren Sie die oben erw3hnten Kurven fiir die Félle a > b, a = b und a < b.
(i) Die Konchoide wird durch die beiden nachstehenden Kurven beschrieben.

o a + beos(t) . a — bcos(t)
on(t) = (a tan(t) ioljsin(t)> und s (t) = (a tan(t) COI?SiH(i)) ’

Untersuchen Sie die beiden Kurven auf Regularitt.
(d) Eine Leiter der Linge a > 0 stehe senkrecht an einer Wand und rutsche langsam ab. Die
Leiter werde im Punkt o = (m) in zwei Abschnitte der Lange ¢ bzw. d zerteilt. Sei ¢t der
Winkel zwischen Leiter und BcZ)Jden (zur Wand hin zeigend).

(i) Driicken Sie dann a in Abhingigkeit von z, y und ¢ aus, indem Sie die Sinus- und
Kosinussatze benutzen.
acos3(t)>

(ii) ie Astroide (Sternkurve) sei gegeben durch die Parametrisierung «(t) = <asin3(t)

fiir t € [0, 27]. Weisen Sie nach, dass a(t) = (:’;Eg) der Formel aus (i) gentigt. Wo ist

sie reguldr? Wie lauten die Tangente und Normale an a7

LSsungen zu Aufgabe 1)

(a) Im Folgenden sind &(t) = 2/(t) und g(t) = y'(t). Wir schreiben z(t) = r(t) cost, y(t) =
r(t)sint und setzen es in die Gleichung ein. In Polarkoordinaten ist der Tangentialvektor

(50 =0 () = ()

und der dazugehdrige Normalenvektor

Die Tangente und die Normale sind daher

(t) fi‘(t)) (w(t))
+R{. und + Rn(?).
(o) += (s y(n) TR
Im Folgenden geben wir daher nur die Tangentialvektoren an. Die Tangente und Normale
ergibt sich dann einfach aus den obigen Formeln.

Die gesuchte Darstellung ist

22 : ™ 3m

r) = sin(2t) ’



denn )
4 = a2y = r’(t) cos(t) sin(t) = r2(t)

Die Tangentialrichtung ist dann
ot 3V2 — cos(t)
(y(t)) B Sin3(2t) < sin(t) )

dso To,— 22 (COS(H) +R( os(t)>

Sin(20) \sin(t) sin(t)
wi Nou =20 (i) +® ()

(b) Die z-Achse sei die Gerade, und t der Winkel, um den sich das Rad mit Mittelpunkt M und
Radius a auf der z-Achse in positiver Richtung gedreht hat. Dabei legt das Rad einen Weg
der Lange at zuriick. Das ist genau die Bogenlange des Kreisabschnitts mit Winkel ¢ > 0

und Radius a. Somit ist der Mittelpunkt M = C;t . Der Punkt P startet auf der x-Achse

und bewegt sich gegen den Uhrzeigersinn auf dem Rand des Rades gemiB den Koordinaten

i) B e 1)

Somit st aft) = () +a (2200 ) = ({200,

(c) Hier die Kurven fiir a > b, a = b und a < b.

)

o e o

Es sind

o (1) = <a/cosg(bt§ii(?cos(t)> und - a5(t) = (a/ COSQb(ii)nﬁtg)cos(tQ

Soll die erste Komponente von o/ (t) verschwinden, so muss ¢t = wk fiir k € Z gelten;
genauso bei a4 (t).

Fiir die zweite Komponente von o (t) bedeutet dies die Bedingung a + b = 0, falls o (¢)
verschwinden soll. Da a,b > 0, kommt also nur die Bedingung a = b in Frage. Fiir a # b
ist y Uberall reguldr. Fiir a = b ist oy singuldr fiir t = 7k, k € Z ungerade, sonst iiberall
regular.

Analog zu den vorherigen Uberlegungen folgert man, dass a iiberall regulir ist, falls a # b.
Fiir a = b ist ay singular fiir t = 7k, k € Z gerade, sonst {iberall regular.

(d) (i) Die Leiter lehne an der y-Achse und rutsche entlang der z-Achse in positiver Richtung
ab. Der Parameter ¢ sei nun der Winkel zwischen z-Achse und Leiter. Es ist a = c 4 d. Mit
den Kosinus- und Sinussdtzen gilt nun

Das ergibt




(i) Da x = acos®(t) und y = asin®(¢) sind, folgt

T
LY

ctd= cos(t)  sin(¢)

= acos®(t) +asin®(t) = a.

Beobachtet man also die Leiter, wie sie auf der xz-Achse rutscht, wird ihr Verlauf von dem
rechten oberen Teil einer Astroide umbhiillt. Sie hat folgende Gestalt:

Es gilt
r . —cost \ _ 3a . —cost
a/(t) = 3asint cost( sint ) =3 sin(2t) ( sint )
Die Kurve ist also bei 0, 7,7, 37” und 27 nicht reguldr, an allen anderen Stellen auf [0, 27]

besteht Regularitat.
Die Tangente ist dann

To(t) = a(t) + Ra/(t) = (Coss(t)> + Rsint cost ( Cos(t)) .

sin®(t) sin(¢)

Die Normale lautet

Na(t) = (COS3(t>> +Rsint cost (Sin(t)) ,

cos(t)
a (22;((?)) auf (‘Sicr‘f(st()t)) senkrecht liegt.

Aufgabe 2 (Fliche & Bogenlinge)

cos(t)

sin(t)

(b) Welche Fliche umschlieBt die Astroide «, die durch die Parametrisierung a(t) = (cos®(t), sin®(t))
fir t € [0, 27| gegeben ist? Wie ist die Bogenlidnge?

(c) Sei eine Kurve a(t) = r(t) (Z?s((f))

Sie, dass fiir die Bogenliange L, von « gilt:

L, = ! Vr2(t) + (r)2(¢) dt

0

(a) Wie ist der Inhalt der von «(t) = cos(2t) < ) t € [0, 27], umschlossenen Flache?

) fir t € [0,27] in Polarkoordinaten gegeben. Zeigen

Lésungen zu Aufgabe 2)

(a) Esist r?(t) = cos®(2t). Dann ist die gesuchte Fliche

1 2 ) 1 2 ) 1 4 ) 1 ) .
Fo== r(t) dt = = cos”(2t) dt = - cos®(z) de = — [sin(2z) + 2z]," , =
2/, 2 Jo 1), 16 @

Do

(b) Wir berechnen zunichst

&(t) = (—3cos®(t) sin(t), 3sin®(t) cos(t)) .



Dann bestimmen wir noch

. B cos?(t) sin®(t)
det(a(t),a(t)) = det —3 cos?(t) sin(t) 3sin2(t)cos(t)>

= 3sin?(t) cos*(t) — (=3 cos?(t) sin’(t))
= 3sin?(t) cos?(t)(cos?(t) + sin?(t))

= Z sin?(2t),

da 2sin(t) cos(t) = sin(2t) und cos?(t) + sin?(t) = 1.

Der Flacheninhalt ist dann:

127\'
ool
20

2 iy 27
= §/ sin?(24)dt = 2 [t - bm(“)} _3m
3 0 0

det(a(t), &(t)) ‘dt

812 8 8

Die Bogenldnge ist nun:

2m ; 5 | 5 _§ 2 L _§ o .
Lo= [ lop + @@ de=5 [ sineo)de= 7 [ s
— 3/0 sin(t) dt = 6

cos(t) sin(t)

(c) Seien é(t) := (sin(t)) und €, (¢t) := <_cos(t) ) Dann ist

0= )= (L0 )
Wir miissen fiir die Bogenlange die Lange des Vektors ||o/(t)|| ausrechnen. Es ist
o/ (8)||* = (r'(t) cos(t) — r(t) sin(t))? + (r'(t) sin(t) + 7(t) cos(t))?
= (r")2(t) cos?(t) 4+ r2(t) sin®(t) + (") (t) sin®(t) + r2(t) cos?(t)
= (r")*(t) +r(t).
Also ist ||/ (t)]] = /(r")2(t) + r(t).

Test: (Dauer: 12 min)

(a) Geben Sie eine Parameterdarstellung fiir diejenige Kurve an, die durch (x —2)? +y? =3
beschrieben wird. Benutzen Sie Polarkoordinaten. Zeichnen Sie die Kurve.

(b) Sei a(t) = (58) wobei ¢ € [0,1], z(t) = t(1 — )% und y(t) = t2a(¢) ist. Wo ist o

regular?
L6ésungen

V3cos(t) + 2

(a) Wir wahlen a(t) = ( V3sin(t)

V3 mit Mittelpunkt (g)

> mit ¢ € [0, 27]. Die Kurve ist dann ein Kreis mit Radius

(b) Mit der Produktregel rechnet man leicht nach:
o/ (t)=(1—1t)(1—-3t, t*(3—5t)).

« ist genau dann regulédr in t, wenn o'(t) # 0 ist. Dies gilt fiir alle ¢ # 1. Denn die erste
Komponente verschwindet genau dann, wenn ¢ = 1/3 ist. Fiir dieses ¢ verschwindet die zweite
aber nicht. Die zweite ist namlich genau dann Null, falls ¢ = 0 oder ¢ = 3/5 ist. Dann ist aber
wiederum die erste nicht Null. Damit bleibt nur, dass a(t) = 0 ist, falls der Koeffizient 1 —¢ =0
Ist.





