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1. EINDIMENSIONALE WARMELEITUNG

Die allgemeine Form der Warmeleitungsgleichung (siche Vorlesungsskriptum, Kapitel 4.4) be-
schreibt das Temperaturfeld T'(x,t) als Funktion der Zeit ¢ und des Ortes x durch

pcT —V - (kKVT) =0 — keine Wirmequelle. (1.1)

Darin steht p fiir die Massendichte, ¢ fiir die spezifische Warmekapazitit (= Energiezunahme pro
Masseneinheit pro Kelvin) und k bezeichnet den Warmeleitungstensor des Materials im betrach-
teten Volumenelement. Gemeinsam mit thermischen Randbedingungen und Anfangsbedingun-
gen, erlaubt (1.1) die Losung von instationdren Wérmeleitungsproblemen in dreidimensionalen
Korpern. Gleichung (1.1) ist eine homogene partielle Differentialgleichung, deren Losung beispiel-
haft anhand dreier einfacher Beispiele im Folgenden demonstriert werden soll. Fiir komplexere
Aufgaben miissen numerische Methoden, wie z.B. die Methode der finiten Elemente oder die
Methode der finiten Differenzen, oder Naherungsgleichungen verwendet werden.

Wir betrachten hier ausschliefslich Korper, deren thermisches Verhalten sowohl homogen als auch
isotrop ist. Es gilt dann k = k1; der Warmeleitungstensor ist also isotrop und auferdem ortsun-
abhéngig. Der skalare Wert k& wird oft auch als Warmeleitfahigkeit (mit Symbol \) bezeichnet.
Die Wéarmeleitungsgleichung (1.1) vereinfacht sich unter der vorausgesetzten Homogenitiat und

Isotropie der thermischen Eigenschaften zu:
T —aAT =0. (1.2)

wobei der Laplace-Operator AT = V - VT verwendet wurde und die drei Materialkonstanten
(p, ¢, k) zu einer einzigen Konstanten, ndmlich der Temperaturleitfahigkeit a = k/(pc), zusam-
mengefasst wurden. Wir beschranken uns weiters auf eindimensionale Warmeleitungsprobleme,
das heifit auf Aufgaben, bei denen das Temperaturfeld nur von einer einzigen Raumkoordinate
abhéngt. Typische Beispiele dabei sind der Warmestrom durch unendlich ausgedehnte Wande
(siche das erste und das dritte der nachfolgende Beispiele), der Warmestrom durch einen Stab,
dessen Mantelfliche vollstandig isoliert ist, die Warmestromung durch den Mantel eines unend-
lich ausgedehnten, zylindrischen Rohres (siche das zweite der nachfolgende Beispiele), oder die

Wiérmestromung im Erdreich ausgehend von einer Punktquelle. In kartesischen Koordinaten mit

2
ausschlieklich in z-Richtung stromender Warme gilt AT = 272, daher vereinfacht sich die Wr-
meleitungsgleichung (1.2) zu
T(x,t °T (x,t
oMw,t) Tt _ (1.3)

ot 0x?
In zylindrischen Koordinaten, mit auschlieflich in radialer r-Richtung stromender Warme, gilt

9,2 g die Warmeleitungsgleichung vereinfacht sich daher zu

OT(x,t) (6’2T(x,t) laT(x’t)) ~0.

ot or? r  or (1.4)
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Beispiel 1: Stationdre Warmestromung vom Innenraum zur Aufienluft

Geg.: Eine in zwei Richtungen (quasi-) unendlich lange Wand mit Dicke d = 25 cm aus Ziegelmau-
erwerk (Warmeleitfahigkeit £ = A = 0,15 W/(m K)) trennt die Innenluft, welche eine Tem-
peratur von T; = 22°C (in ,ausreichendem Abstand“ zur Wand) aufweist, von der kélteren
Aufsenluft (Temperatur 7, = 2°C in ,ausreichendem Abstand* zur Wand). Die Wiarmetiber-
gangskoeffizienten (als Kehrwerte der Warmetibergangswidersténde) bei horizontaler Wir-
mestromung betragen 3; = 1/0,13W/(m?K) an der Innenseite und 3, = 1/0,04 W/(m? K)

an der Aufsenseite, siehe auch Vorlesung Bauphysik.

|d_ AUSSEN
T=T,

_ . oT
7= k@x

F——» T

Abbildung 1.1: Horizontale Warmestromung durch eine Ziegelwand

Ges.: Welches Temperaturprofil stellt sich in der Wand zum Zeitpunkt ¢ = oo (unter der Annah-
me, dass sowohl die Innen- als auch die Aufsentemperatur zeitunabhéngig sind und somit

konstant bleiben) ein?

Losung der Differentialgleichung

Fiir dieses eindimensionale Warmeleitungsproblem beschreibt die Differentialgleichung (1.3) das
Temperaturfeld als Funktion der Laufkoordinate x. Hier ist ausschliefslich das Temperaturprofil
nach unendlich langer Zeit gefragt. Zeitabhéingige Anderungen des Temperaturfeldes werden nicht
betrachtet. Daher handelt es um ein stationédres Problem (07'/0t = 0), wodurch sich aus der

Differentialgleichung (1.3)
O*T ()
ox?
ergibt. Geméfs (1.5) verschwindet also die zweite Ableitung der Temperatur nach der Ortskoor-

~0 (1.5)

dinate z. Integration von (1.5) liefert einen konstanten Temperaturgradienten in der gesamten

Wand 0 < x < d: ,
oT (07T (x)
%(:c) N Oz?

Der horizontale Wérmefluss q = ge, ist daher geméf Fourierschem Wirmeleitungsgesetz (siehe

Vorlesung) ebenfalls konstant in = und lautet
q=—-kVTe, =—-kCie,. (1.7)

Nochmalige Integration von (1.6) liefert die Wandtemperatur als lineare Funktion der Koordinate

x:
T(x)= %?dx:ClirC’Q (1.8)
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Die Temperatur bei stationdrer Stromung in x-Richtung durch eine Wand hat also einen linearen
Verlauf. Die beiden Integrationskonstanten folgen aus der Anpassung der Randbedingungen, was

im Folgenden beschrieben wird.

Anpassung der Randbedingungen

Die Losung der Differentialgleichung (1.8) wird nun an die Randbedingungen an der Wandober-
flache angepasst. Randbedingungen konnen vorliegen als Oberflichentemperatur, oder aber, wie
in diesem Fall, durch Angabe des Warmestroms. Der skalare Wérmestrom ¢; an der Wandinnen-

seite folgt aus der Abstrahlungsbedingung
¢ =B [T(xz=0)—-T;]. (1.9)

Der Wirmestrom ¢; ist geméfs (1.9) dann positiv, wenn die Warme von der Wand zur Innenluft
fliefst (unabhénging vom gewéhlten Koordinatensystem), wenn also die Oberflichentemperatur
T(x=0) grofer ist als die Innenlufttemperatur 7;. Der Vektor des Wérmestroms an der Wandin-
nenseite q; folgt aus dem skalaren Warmestrom ¢; und der Richtung des vom Kérper nach aufen

gerichteten Normalvektors n an der Wandinnenseite, n = —e, als
i = —ge, =3 [T;, — T(x=0)le, . (1.10)
Der Wérmestrom an der Wandaufsenseite wiederum folgt aus der Abstrahlungsbedingung
Go = Bu [T(x=d) — 1] (1.11)

und die entsprechende vektorielle Grofe q, aus der Richtung des Normalvektors an der Wandau-
Renseite n = e,:

Ao = uer = B [T(x=d) — T,]e, . (1.12)
Da der Wérmefluss in der gesamten Wand konstant ist, siche dazu Glg. (1.7), muss q; = q, =
q = —k (4 e, gelten, und somit

Bo[T(x=d) —T,] = -k C;. (1.14)

Durch Spezialisierung der Oberflachentemperaturen fiir das lineare Temperaturfeld (1.8) folgt

T(x=0) = Cy sowie T'(z=d) = dCy + C5, was wiederum eingesetzt in (1.13) bzw. (1.14) zwei
Bestimmungsgleichungen fiir die zwei Integrationskonstanten liefert:

BilCy —Ti] = k Cy,, (1.15)

BuldCy+ Cy— T, = —k C . (1.16)
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Auflsen dieses linearen Gleichungssystems fiihrt schlieflich auf

ﬁiﬁa(Ta - T‘z)

C; = = —72,59°C , 1.17

'S BBt kit dBB, /m (1.17)
kﬁaTa+k5iﬂ+dﬁiﬁaﬂ

Cy = = 20.58°C 1.18

Y kBt kBt dBub, o 9

und damit auf das Temperaturprofil
T(x) =20,58°C — 72,59°C/m X x, (1.19)
wie auch in Abb. 1.2 dargestellt.
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Abbildung 1.2: Temperaturprofil bei stationdrer Stromung durch die Wand (Wéarmeiibergangs-
bereiche hier nicht dargestellt)

Interpretation der Ergebnisse

Die Oberflichentemperaturen folgen dann fiir die innere Oberfléche als T'(x=0) = Cy = 20,58°C
und fiir die dufere Oberfliche als T'(z = d) = 2,43°C. Wie zu erwarten war, ist der Tempera-
turunterschied zwischen Innenluft und Oberflichentemperatur an der Wandinnenseite wesentlich
grofser als jener zwischen Aufsenlufttemperatur und Oberflichentemperatur der Wandaufenseite.
Der Grund hierfiir liegt darin, dass der Warmeiibergangskoeffizient an der &dufseren Oberfléache
aufgrund der héheren Stromungsgeschwindigkeiten wesentlich grofier ist, als jener an der inneren
Oberflache, G, > 5;.

In der Bauphysik ist es iiblich, die in der Zeitspanne ¢ durch eine Wand mit der Fliache A fliefsende
Wérmemenge () (Einheit Joule = Wattsekunde) darzustellen als

Q=qAt=U(T; - T,)At, (1.20)

wobei U als Warmedurchgangskoeffizient (U-Wert) bezeichnet wird. In unserem Beispiel folgt

dieser nach Einsetzen von ¢ = —k C} mit C; geméf (1.17) in (1.20) und Koeffizientenvergleich
mit der urspriinglichen Glg. (1.20) als

kﬁiﬁa 1 W
U = = = 0,544 .
kﬁi"‘dﬁaﬁi_'_kﬁa é"‘%‘i‘ﬁ% ’ H12K

(1.21)
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Beispiel 2: Stationidre Warmestromung durch ein Rohr

Geg.: Ein unendlich langes gerades Rohr mit kreisringférmigem Querschnitt (Innenradius R; =
5cm) und mit auf der Rohraufenseite angebrachten Wérmeddmmung (Wandstérke der
Dammung ¢t = 10cm, Wandstéirke des Rohres dagegen vernachléssigbar klein) wird von
Wasser mit einer Temperatur von Ty,o = 60°C (diese darf hier vereinfacht auch an der
inneren Oberfliche des Rohrs angenommen werden) durchstréomt, siehe Abb. 1.3. Die Ober-

flichentemperatur an der Aufenseite der Dédmmung betriagt Topen = 5°C.

Abbildung 1.3: Radiale Warmestromung durch geddmmtes Rohr (allgemeine Skizze, nicht mafk-
stabsgetreu)

Ges.: Welches Temperaturprofil stellt sich im Rohr nach unendlich langer Zeit ein?

Losung der Aufgabenstellung

Fiir dieses eindimensionale Warmeleitungsproblem beschreibt die Differentialgleichung (1.4) das
Temperaturfeld als Funktion der radialen Koordinate r. Wiederum liegt ein stationédres Problem
vor, wodurch sich die Differentialgleichung (1.4) vereinfacht zu

O*I'(r) 10T(r)
St =0, (1.22)

Dabei handelt es sich um eine Differentialgleichung zweiter Ordnung mit nicht konstanten Koef-

fizienten. Die Losung dieser Gleichung lautet z.B.

T(r)=C) In (% ) Oy, (1.23)

wovon man sich durch Ableiten und Einsetzen in (1.22) einfach tiberzeugen kann. Zur Ermittlung
der beiden Konstanten €} und C; miissen die Randbedingungen verwendet werden.

In dieser Aufgabe stehen direkt die Oberflachentemperaturen zur Verfiigung: an der Rohrinnen-
seite gilt T'(r = R;) = Th,o (es wird vereinfachend angenommen, dass die Temperatur an der
inneren Rohroberfliche exakt der Wassertemperatur entspricht), an der Rohraufenseite ist die
Oberflachentemperatur ebenfalls bekannt und es gilt T'(r = R;+t) = Topern. Auswertung von
(1.23) fiir die beiden Oberflachen liefert daher

()

T(T:RZ) = THQO = 60°C = Cl In (%) + 02 (124)

i+t
T(T:Rz+t) = TOberﬂ =5°C = Cl In <R2R+ ) —+ CQ . (125)

)
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Aus diesem Gleichungssystem folgen die beiden Konstanten als

_Tr,0 — Tobert _ 50,06°C.,
In (M>

In (%) T,o —In (%) Toberft ]
CQ - 1 <R'+t> = THQO =60 Cu
n e T o

und somit das (nicht-lineare) Temperaturprofil

T(r) = —50,06 In (%) 460,

wie in Abb. 1.4 dargestellt.

(o))
(=]

Temperatur T
—_ [\ W B W
S S S o 2

004 006 008 010 012 014 016
radiale Koordinate r

Abbildung 1.4: Temperaturprofil bei stationdrer Stromung durch den Rohrmantel
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Beispiel 3: Abkiihlung einer freistehenden Betonwand

Geg.: Eine in zwei Richtungen (quasi-) unendlich ausgedehnte Betonwand mit einer Dicke von
50 cm und einer Temperaturleitfihigkeit von @ = 0,54 - 107 m? /s hat zum Zeitpunkt t=0
eine rdumlich konstante Temperatur von 7'(z,t=0) =T, =20°C. Plotzlich sinkt die Wand-
oberflachentemperatur beidseitig auf Tp = 0°C ab und bleibt im Folgenden konstant bei

dieser Temperatur.

Ges.: Berechnen Sie das zeitabhédngige und ortsabhédngige Temperaturfeld der Betonwand.

Losung der partiellen Differentialgleichung

Hierbei handelt sich nun um ein instationdres Problem, da der Abkiihlvorgang der Wand be-
trachtet werden soll. Es muss also die eindimensionale Warmeleitungsgleichung fiir eine Wir-
mestromung in z-Richtung, siche Differentialgleichung (1.3) gelést werden. Wir versuchen durch
einen Separationsansatz eine Losung fiir diese partielle Differentialgleichung zu erhalten. Dabei
spalten wir die orts- und zeitabhéngige Temperaturfunktion 7'(z,t) auf in eine ortsabhéngige
Funktion 77(z) und eine zeitabhéngige Funktion Ty(t): T'(z,t) = Ti(x) T5(t). Einsetzen dieses

Produktansatzes in die Differentialgleichung liefert

an T,

T =0, (1.29)

1

Nun wird (1.29) so umgeformt, dass die ortsabhéngigen Terme auf der linken Seite stehen und

die zeitabhdngigen Terme auf der rechten Seite:

1 &°Ty 1 dT, )

et 1.30

T d?  aly dt (1.30)
Die Identitat zwischen der ortsabhéngigen linken Seite von (1.30) und der zeitabhéngigen rech-
ten Seite von (1.30) kann nur bestehen, wenn beide Seiten einer gemeinsamen Konstante —r?
entsprechen. Dadurch erhalten wir anstatt der in x und ¢ partiellen Differentialgleichung (1.3),

zwei gewohnliche Differentialgleichungen:

AT,

T T KTy =0, (1.31)
dT:
d—;Hm?TQ =0. (1.32)

Wendet man den Exponentialansatz 77 = exp(vx) in (1.31) an, erkennt man v = £x1i mit der
imaginédren Zahl i. Mithilfe der Eulerschen Formel erhélt man schlieflich die bekannte Losung

der Differentialgleichung fiir 77 in Form von trigonometrischen Funktionen

Ty (z) = Cy cos(kx) + Cysin(kz) . (1.33)
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Zur Losung der zeitabhéngigen Differentialgleichung (1.30) verwenden wir ebenfalls einen Expo-
nentialansatz: Ty = exp(7t). Eingesetzt in (1.32) ergibt v = —ax? damit ist die Losung fiir die
zeitabhéngige Funktion 75 die abklingende Exponentialfunktion

Ty(z) = C3 exp(—ar’t) (1.34)

Zusammenfassen der beiden Losungen (1.33) und (1.34) geméf des Produktansatzes ergibt
schlieklich die Losung der urspriinglichen partiellen Differentialgleichung (1.3) als
T(x,t) = Ty(x) To(t) = [C cos(kz) + Cysin(kz)] Oz exp(—art) (1.35)
= [Acos(kx) + Bsin(kz)] exp(—ar’t), .
wobei die Konstanten C;, C5 und C5 zu zwei neuen Konstanten A und B zusammengefasst
wurden. Durch Einsetzen von (1.35) in die Differentialgleichung (1.3) iiberzeugt man sich, dass

das Temperaturfeld (1.35) tatsdchlich die Losung der Warmeleitungsgleichung ist.

Anpassen an Rand- und Anfangsbedingungen

Nun werden zur Berechnung der beiden Konstanten A und B in (1.35) die Randbedingungen
an der Wandoberflache (x =0 und = = d) sowie die Anfangsbedingung fiir den Initialzeitpunkt
(t = 0) verwendet. Wir beginnen mit den beiden Randbedingungen. Die beidseitige Oberflichen-

temperatur gleicht zu allen Zeitpunkten ¢ der Referenztemperatur Tp:

Da die Randbedingungen fiir alle Zeitpunkte erfiillt sein miissen, muss der zeitunabhinige Klam-

merausdruck in (1.35) den Randbedingungen gentigen:
Acos(kx) + Bsin(kx) =0 Vo ={0,d} (1.38)

Aus der Randbedingung bei =0 erhélt man dann direkt A=0, und damit folgt, unter Beriick-
sichtigung der Randbedingung in x=d, dass

Bsin(kd) =0 = /i:ng mit n=0,1,2,... (1.39)

Die Konstante x muss also einem Vielfachen von 7/d entsprechen. Man erhélt somit die Gesamt-
16sung unter Berticksichtigung der beiden Randbedingungen durch Einsetzen von A =0 und B
geméfs (1.39) als Summe aller Teillésungen und somit als Summe {iber alle natiirlichen Zahlen
(inklusive Null):

T(z,t)= nio% B,, sin (n%x) exp [—a (n%)Q t} = By + i B,, sin (n%x) exp {—a (n%)z t}

(1.40)
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Schlussendlich muss (1.40) noch an die Anfangstemperaturverteilung in der Wand angepasst
werden. Einsetzen der raumlich konstanten Temperatur 7(0 < z < d,t=0) = T}, in die fiir den

Anfangszeitpunkt ¢ =0 spezialisierte Glg. (1.40) liefert

T(x,t=0) = BO+Zanin (n%x) =T}. (1.41)
n=1

Man erkennt, dass man eine Fourierreihe mit Fourierkoeffizienten B, an die gegebene Anfang-
stemperaturverteilung anpassen muss. Die Fourierkoeffizienten folgen dann durch Integration der

Anfangstemperaturverteilung als

d d
27T,
/T z,t=0) sm( Z = TR/sm (1.42)
0 0

Man erkennt, dass alle Fourierkoeffizienten mit n = 2,4, 6, 8... (alle Koeffizienten mit geradzah-

&IM

ligem n) verschwinden. Zusétzlich wird auch der Koeffizient By = 0. Es ist also ausreichend,
lediglich {iber alle ungeraden n in (1.40) zu summieren. Bei einer Approximation durch sechs
ungerade Reihenglieder n = 1,3,5,7,9,11 in (1.40) erhédlt man bereits eine zufriedenstellend

genaue Approximation der realen Ausgangstemperaturkurve, siche Abbildung 1.5. Je grofer n,
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Abbildung 1.5: Fourierapproxmiation der konstanten Anfangstemperaturverteilung 7'(x,t=0) =
T), = 20°C durch sechs Reihenglieder

desto kleiner wird dabei die Periode des entsprechenden Fourierreihenglieds.

Interpretation der Gesamtlésung

Die gesamte Losung des zeitlich und rdumlich variablen Temperaturfeldes lautet also zusammen-

T(x,t) Z By, sin (nd:c> exp {—a( Z)Qt} ) (1.43)

n=1,3,...

fassend

mit Fourierkoeffizienten B, geméif (1.42). Erwartungsgeméfs stellt sich also beziiglich d/2 ein
symmetrisches Temperaturprofil ein, siche Abb. 1.6. Die kalte Temperatur an den beiden Wand-
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Abbildung 1.6: Temperaturprofil in der Wand T'(z, t) zu verschiedenen Zeitpunkten

oberflichen bewirkt eine kontinuierliche Verringerung der Wandtemperaturen, wobei zuerst nur
die weiter aufen liegenden Wandschichten abkiihlen. Erst nach ca. zwei Stunden beginnt auch
der Kern der Wand x = d/2 merkbar abzukiihlen. Nach unendlich langer Zeit stellt sich, wenn
wie vorausgesetzt die Oberflaichentemperatur konstant bei 0°C bleibt, schliefslich auch in der
gesamten Wand diese Temperatur ein, T'(z,t — 00) =Tp = 0°C. Aufgrund der Tatsache, dass
die einzelnen Reihenglieder jeweils mit Exponentialfunktionen geddampft werden, reicht fiir un-
sere Betrachtung vollig aus, relativ wenige (also sechs) Reihenglieder zu beriicksichtigen. Man
erkennt, dass die Oszillationen des Temperaturfeldes bereits nach wenigen Minuten abgeklun-
gen sind, sieche Abb. 1.6. Sucht man auch nach kurzer Zeit nach einer exakten Losung fiir das

Temperaturprofil, miissen selbstverstdandlich mehr Reihenglieder berticksichtigt werden.
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2. THERMOELASTIZITAT

Geg.: Ein scheibenformiges Probestiick (quadratische Seitenfléche in e1,e,-Ebene mit Seitenlédnge
[) aus Asphalt wird an den beiden Schmalseiten 1 = const in einen Versuchsrahmen ein-
gespannt. In diesem Ausgangszustand ist das Probestiick spannungs- und verzerrungsfrei.
Nun wird die Probe um 20K abgekiihlt (d.h. AT = —20K im gesamten Probekorper).
Die elastischen und thermischen Eigenschaften des Asphalts sind isotrop und homogen:
Elastizitdtsmodul £ = 7GPa, Querdehnungszahl v = 0,25 und linearer Wérmeausdeh-
nungskoeffizient ap = 1,7 - 107> K~!. Die Festigkeit des Materials kann durch ein MOHR-
CouLoMB-Kriterium approximiert werden, wobei der Winkel der inneren Reibung ¢ = 40°
und die Kohésion ¢ = 3,45 MPa bekannt sind.

T//
m92 e e
: S Probekorper aus Asphalt
D ~ 0 3~ “—reibungsfrei
€3 e 0
I :
= S S| 7

Abbildung 2.1: Asphaltprobe

Ges.: (a) Unter Zuhilfenahme der lokalen Gleichgewichtsbedingung, der Randbedingungen der
Asphaltprobe sowie des HOOKEschen Gesetzes sind die Komponenten des linearisier-

ten Verzerrungstensors und des Spannungstensors zu bestimmen.

(b) Ermitteln Sie, mit Hilfe des Festigkeitskriteriums nach MOHR-COULOMB, ob die ge-
gebene Abkiihlung zum Versagen der Probe fiihrt, bzw. welche Temperaturdifferenz

AT}, gerade zu Versagen fithren wiirde.

Annahmen: linearisierte FElastizitdtstheorie, Vernachlissigung des FEigengewichtes, samtliche

Kontaktfldchen sind reibungsfrei
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ad (a): Spannungs- und Verzerrungstensor

Zuerst werden die Randbedingungen an den Oberfliche der Probe angeschrieben. Wir beginnen
mit den Spannungsrandbedingungen. An allen freien Oberflichen, also an den Oberflichen xy =
+1/2 sowie x5 = +d/2, sind alle Komponenten des Traktionsvektors beziiglich dieser Oberflache
gleich Null:

[

Ty =+5: T(n=+e) =0, Ty = — T(n = —e,) =0; (2.1)

ST\
DO RN~

T3 — +§ : T(n = +63) = 0, r3 — — T(n = —63) = O . (22)

Die mittels der Traktionsvektoren formulierten Randbedingungen sind dquivalent zu den folgen-

den Spannungsrandbedingungen

l

T9 = j:a . 012 = 099 = 039 — 0, (23)
T3 = ié : 013 = 093 = 033 — 0, (24)

An den beiden Oberflachen, die am Priifrahmen befestigt sind, also bei x; = £1/2, gilt aufgrund
der Reibungsfreiheit, dass der Traktionsvektor an der Oberfliache parallel zu e; sein muss. Anders

ausgedriickt — die Schubspannungskomponenten an diesen Oberfléchen miissen verschwinden,

l
xrp = —|—§ : T(Il = +e1)||e1 & opp=013=0 (25)

l

xry = —5 : T(Il = —el)Hel & opp=013=0 (26)

Aufserdem liegt an dieser Oberfliche eine Verschiebungsrandbedingung vor: die Verschiebungen

in z;-Richtung sind durch den Priifrahmen verhindert,

l
Ty = j:§ coup =0 (2.7)

Basierend auf diesen Randbedingungen und den Feldgleichungen der linearisierten Elastizitéts-
theorie, soll eine Losung fiir die Spannungs- und Verzerrungszustand in der Aspahltprobe gefun-
den werden. Wir starten ausgehend von einem Ansatz fiir den Spannungszustand, der die Gleich-
gewichtsbedingungen und die Spannungsrandbedingungen erfiillt. Mithilfe des HOOKEschen Ge-
setzes berechnet man daraus den Spannungszustand und schliefst den Verzerrungszustand. Ab-
schlieffend kontrollieren wir, ob die ermittelten Verschiebungen auch die Verschiebungsrandbe-

dingungen erfiillen.
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Wir versuchen zuerst, einen Spannungszustand o zu finden, der die Gleichgewichtsbedingung
und die Spannungsrandbedingungen erfiillt. Bei Vernachléssigung des Eigengewichtes des Probe-

korpers lautet die lokale Gleichgewichtsbedingung
dive =0 (2.8)

oder ausfiihrlich in den Komponenten angeschrieben:

Oo Oo oo
o 2 13

8:1:1 8:62 8373 =0
oy 0o o3

=0 2.9
8l‘1 + 8x2 * 8l‘3 ( )
dog n 0039 i Joss — 0

oy 0xs 03
Aufgrund der Homogenitét des Probekdrpers und aufgrund der Randbedingungen erwarten wir
uns einen homogenen Spannungszustand im gesamten Probekdrper. Da folglich alle Ableitungen
von o;; nach den Koordinatenrichtungen Null sind, ist die lokale Gleichgewichtsbedingung au-
tomatisch erfiillt. Anpassen des homogenen Spannungsfeldes an die Spannungsrandbedingungen

ergibt, dass nur die Spannungskomponente ¢1; ungleich Null sein kann:

80'11

&xl

(] ist eine Integrationskonstante, die in weiterer Folge aus dem HOOKEschen Gesetz bestimmt

=0= o0y :Cl (210)

wird. Die Komponenten des Spannungstensors in der Standardbasis lauten im gegensténdlichen

Fall also wie folgt:

011 = Cl 0 0
o= 0 0 (2.11)
symm. 0

€1,e2,e3

Die Komponenten des linearisierten Verzerrungstensors ¢ folgen aus dem HOOKEschen Ge-
setz. Der einaxiale Spannungszustand (2.11) fiihrt bei der isotropen Probe zu einem spannungs-
induzierten rdumlichen Verzerrungszustand (Normalverzerrungen treten in allen drei Raumrich-
tungen auf). Die Temperaturdnderung AT verursacht ebenfalls Normalverzerrungen. Wir konnen

uns aber auf die ersten drei Zeilen des HOOKEschen Gesetzes (C.2) beschréinken, !

€11 1 1 it 2 4 011 (0% AT
£929 = E . -V 1 -V . 0 + (0%l AT (212)
€33 —v —v 1 0 ar - AT

'Ssmtliche Verzerrungs-, Spannung- und Nachgiebigkeitstensoren sind im Folgenden beziiglich des e,es,es-
Basissystems formuliert. Der Einfachheit halber wird die explizite Indikation dieses Umstandes nachfolgend weg-

gelassen.
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Alle Schubverzerrungskomponenten sind Null:
E12 = €13 = €93 = 0 (213)

Wir haben jetzt den Spannungs- und Verzerrungszustand im Probekorper, als Funktion der
noch unbekannte Normalspannung o;; = C}, ermittelt. Die Grofe von oq; folgt aus der noch
verbleibenden Verschiebungsrandbedingungen, wie im Folgenden gezeigt wird.

Ganz allgemein sind die Komponenten des linearisierten Verzerrungstensors wie folgt definiert:

[ w1 (O Oup) L (Oun Ous ]
€11 €12 €13 6[[’1 2 81‘2 81‘1 2 6[[’3 6[[’1
61],2 1 6UQ 6U3
€= | a1 ex 23 = B 5(6—:@,+6—x2 (2.14)
0
€31 €32 €33 o1.09.05 symim. a_zi
L - e1,ez,e3

Berticksichtigt man die Verschiebungsrandbedingung (2.7) in (2.14) erhélt man die Verzerrungs-

tensorkomponente €7 als

Our(z=+1/2) 90
en(m=+l/2) =¢ = ul(xéx /2) _ =0 (2.15)
1 1

Beriticksichtigung von €1; = 0 in (2.14) erlaubt es (bei Betrachtung der ersten Zeile) die Span-

nungskomponente oy; zu ermitteln:
g11 = —F- (0% AT = 2,38 MPa (216)
Einsetzen dieser Losung in die zweite und dritte Zeile von (2.14) ergibt

Eap = E33 = —%011 Voar AT = —425-107 (2.17)

Anmerkung: Die allgemeine Vorgehensweise zur Bestimmung des Verschiebungsfeldes aus dem
Verzerrungszustand wird hier nicht behandelt. Dazu sei auf die Lehrveranstaltung “Flachentra-
gewerke Theorie” verwiesen. In diesem einfachen Beispiel ist es allerdings noch maglich den

Verschiebungszustand, direkt anzuschreiben:

U1 0
u = U9 = Eo9 T (218)
us €337
€1,e2,e3 €e1,e2,e3

Durch Einsetzen in die Definition des linearisierten Verzerrungstensors, mit den Verschiebungs-

ableitungen

Ou _g a_y 9w _

oy oy 014

ouq Ous Ous

) === = — =0 2.19
8:62 8372 “22 8372 ' ( )
8u1 8'“2 au?)

8373 8373 8373 =33

INGENIEURMECHANIK — UBUNGEN



tiberzeugt man sich, dass das lineare Verschiebungsfeld (2.18) den gesuchten Verzerrungszu-
stand ergibt. Auferdem erfiillt u; = 0 auch die durch den Versuchsrahmen vorgegeben Verschie-
bungsrandbedingung, siehe dazu (2.15). Wir haben daher eine giiltige Losung fiir Spannungs-,

Verzerrungs-, und Verschiebungsfeld nach linearisierter Elastizitatstheorie erhalten.

ad (b): Kritische Temperaturdifferenz — Festigkeit. nach MOHR-COULOMB

Die Hauptnormalspannungen o;, o;; und o777 sowie die zugeordneten Richtungen e;, e;; und

esrr lassen sich direkt identifizieren:

o = allz—aT-AT-E:2,38MPa orr = 0'22:0 orrr = 0'33:0

(2.20)
€ = ey, €rr = €y, €rrr = €3
Die MOHR-COULOMBsche Versagensfunktion (siche Anhang B) lautet:
1+ sin 1 —sin
fuc(o)=or ——F g 2 (2.21)
2ccosp 2c cosp

Einsetzen der in (2.20) definierten Hauptnormalspannungen, sowie der Materialparameter ¢ und
¢ geméf Angabe in (2.21) ergibt fyc = —0,2603. Weil dieser Wert negativ ist, kann man
auf Basis des MOHR-COULOMBschen Versagenkriteriums davon ausgehen, dass eine Abkiihlung
um 20 K (d.h. AT = —20K) nicht zum Versagen des Asphaltprobekorpers fiithrt. Nullsetzen
der Versagensfunktion (2.21) und Umformen liefert die kritische Temperaturdifferenz ATj,.;;, die

gerade zum Versagen der Asphaltprobe fiithren wiirde:

1+ sin 1 — sin
fuc(o) = —ap - ATy - E LA L

—1=0 = ATy =—-27,038K (2.22)
2c cosp 2ccosp
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3. EINDIMENSIONALE VISKOELASTIZITAT

In diesem Kapitel werden Materialmodelle angewendet, um eindimensionales, linear-visko-
elastisches Materialverhalten mathematisch zu beschreiben. Die Differentialgleichung zur Be-
schreibung des Dreiparamtermodells wurde in der Vorlesung hergeleitet. Im Rahmen der
Ubung behandeln wir auch die beiden Zweiparamtermodelle: Maxwellsches Modell und Kelvin-
Voigtsches Modell. Die Herleitung der zugrundeliegenden Gleichungen dieser beiden Modelle kann
analog zu jener fiir das Dreiparametermodell erfolgen (siehe beispielsweise Buch von Prof. Mang,
Kapitel 10.3.3).

1D Materialmodelle zur mathematischen Beschreibung linearer Viskoelastizitat

MAxwELLsches Modell | KELVIN-VO0IGTsches Modell

Gedankenmodell:
£ = gelastisch + SViSkOS o= O,elastisch + O.Viskos
Zugrundeliegende .0 0o . B o
. L g= 2+ e+ —e=—
Differentialgleichung: E Ui Ui
Kriechkurve:

= Verlauf der Verzerrung e,

wenn ein Spannungsinkrement 1 1 1 —E(—t)
et)=|=+—-(t—ty)| Ao 5t:—[1—en O}Aa

Ao aufgebracht wird und da- (t) {E ( O)} 0 ®) L | 0

nach die Spannung o konstant :J(;:to) =J(t=to)

gehalten wird (3.1) (3.2)

Relaxationkurve:

— Verlauf der Spannung o, o(t) = E Ag

wenn ein Verzerrungsinkrement o(t) = B B (1—tg) Ay L KEVIN-VoiaTsches Modell

Ae aufgebracht wird und da- — : .

=R(t—to) zur Beschreibung von Relaxati-

nach die Verzerrung ¢ konstant . .
on nicht geeignet!

gehalten wird (3.3)

E ... Elastizitdtsmodul, 7 ... Viskositét (oder Zahigkeit)
J(t —tp) ... Nachgiebigkeitsfunktion, R(t — ty) ... Relaxationsfunktion
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Boltzmannsches Superpositionsprinzip

Bei Aufbringen mehrerer Spannungsinkremente lautet der Verzerrungsverlauf:
e(t) = J(t—to)Aog+ J(t —t1) Aoy + J(t —ta) Aoy + ...+ J(t —t,) Ao, = ZJ t—t)Ao;. (3.4)
Analog dazu lautet der Spannungsverlauf bei Aufbringen mehrerer Verzerrungsinkremente:
o(t) = R(t—to)Aeg+ R(t —t1) Aey + R(t —t3) Aeo+ ...+ R(t — t,) Ae,, = ZR t—t;)Ae;. (3.5)

Die Nachgiebigkeits- und Relaxationsfunktionen sind dabei wie folgt definiert:

MAXWELLsches Modell KELVIN-VOIGTsches Modell
1 t—t 1 , (3.6)
J(t—t) =% , R(t —t;) = Be™n ™ J(t—t;) = 5(1_5%@%»)

Beispiel: Stab unter Zugbeanspruchung

Geg.: Ein Zugstab mit in der nachstehenden Abbildung definierter Lange. Der Stab, dessen Quer-
schnittsfliche 12 cm? betriigt, wird mit einer konstanten Zugkraft P = 1800 kN belastet. Weiters
weist der gegebene Stab einen Elastizitidtsmodul von E = 20500 kN /cm? und eine Viskositét von
n = 5,85 x 10°kNd/cm? auf.

7

Ges.: Fir den MAXWELLschen und den KELVIN-VOIGTschen

Korper:

1. die Stabverldngerung unmittelbar nach Lastautbringung
(t=tg =07),

80 cm

2. der Zeitpunkt, zu dem der Stab die Unterlage beriihrt,

3. der Zeitpunkt, zu dem die Spannung im Stab auf die Halfte

des urspriinglichen Wertes abgesunken ist,

4. die Verzerrungsverlaufe fiir eine gegebene abstufte Belas-

tungsgeschichte.

ANNNN
\E:
2cm
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ad (a): Liangenidnderung unmittelbar nach Lastaufbringung

Maxwellscher Korper: Bei Betrachtung des MAXWELLschen Korpers muss zwischen dem Zeit-
punkt ¢, und t§ unterschieden werden. Es gilt

ty = lim(ty —€), ty = 113%(750 +€). (3.7)

e—0

Der Zeitpunkt unmittelbar nach der Lastaufbringung wird daher mit t; bezeichnet. Mit oy =

Aoy = P/A ergibt sich Gleichung (3.1) nach Auswertung fiir ¢ = tJ zu:
=0
1ty —t P 1800
(1) = oo+ =T gom00. 15 = D00T3I7 (3.8)

Die elastische Langendnderung fiir den MAXWELLschen Korpers ergibt sich somit zu

Al(tF) = e(t) lo = 0,007317 - 80 = 0,585 cm < 2 cm. (3.9)

Kelvin-Voigtscher Korper: Es wird Gleichung (3.2) fiir ¢ = ¢ ausgewertet:

=0

() = %(1—6—%@3—%)) - %(1—1) = 0. (3.10)

Unmittelbar nach Lastaufbringung tritt beim KELVIN-VOIGTschen Korper keine Verzerrung auf:

Alt) =e(tf)lp=0-80=0cm < 2cm. (3.11)

Folglich erfolgt die Beriihrung der Unterlage nicht unmittelbar nach Lastaufbringung.

ad (b): Ermittlung des Beriihrungszeitpunkts t;

Maxwellscher Korper: Aus Gleichung (3.1) folgt:

B (1 ti—tey, Pyl ti—t
Al(tl)—€(t1)l0—Uo(E+ )lQ—A(E+

Durch Umformen erhélt man jenen Zeitpunkt, an dem der Zugstab die Unterlage beriihrt:

) lo = 2cm. (3.12)

b=t + (2A 1)—0+585 100 (212 L) _ 68064 (3.13)
LT Ip, B T 1800-80 20500/ '
Kelvin-Voigtscher Korper: Aus Gleichung (3.2) folgt:
Al(tl) = 8(t1) l(] = @ (1 — 67%(t17t0)> l(] = i (1 — 67%(“7}50)) lo =2cm. (314)
E EA
Umformen von Gleichung (3.14) ergibt:
2E A
t =to — % In (1 ~ L ) =ty — % In(—2,417) = ... (error!). (3.15)
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Zur Ermittlung des Beriihrzeitpunktes fiir einen KELVIN-VOIGTschen Koérper ist also der Loga-
rithmus einer negativen Zahl zu bilden. Offenkundig ergibt eine solche Operation keine natiirliche
Zahl — die physikalische Interpretation dieses Befundes lautet, dass der Stab die Unterlage nie

beriihrt. Die maximale Langendnderung ergibt sich fiir ¢ = oo:

. Y 7%(00%0)) Pl 1800-80
Al(t = 00) = e(t = 00)ly = E(l ¢ lo = 7 = go=s—s = 0.585em. (3.16)

ad (c): Relaxation auf die Héalfte der Ausgangsspannung (Maxwellscher Korper)

Die mathematische Beschreibung von Relaxation in einem MAXWELL-Korper ist in Gleichung
(3.3) gegeben. Die Spannung am Relaxationsbeginn, das ist die Spannung zum Beriihrzeitpunkt,
ergibt sich zu o(t1) = 09 = P/A. Gesucht ist jener Zeitpunkt ¢s, zu dem sich die Spannung im
Stab auf die Hélfte der Ausgangsspannung reduziert hat. Somit gilt:

1
o(ts) = o(ty) e n 20 = So(t). (3.17)
Nach Kiirzen durch o(t;) und unter Beachtung von In(3) = In(1) — In(2) = 0 — In(2) = —In(2)
kann ¢y wie folgt ausgedriickt werden:

5,85+ 10°
t2:ﬁln2+t1_’7

= In2 =1 = 4d. 1
- S0r0n 102+ 689.6 = 1978 + 689,6 = 887, (3.18)
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[kN/cm?] ) o (1) MAXWELLscher Koérper

150 \. — Beriihren der Unterlage

| |
| |
| |
1 1
7,32 1 1
e=0 : :

Y

t1 2
Kriechen \ Relaxation

[N/em?) y () Kpryvin-VoreTscher Kérper
150
o = konst.
t 0=0 _ t
e(t)-1073
25 >
t =0 ;t
Kriechen

Abbildung 3.1: Spannungs- und Verzerrungsverlaufe
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ad (d): Abgestufte Belastungsgeschichten

Die Anwendung des BOLTZMANNschen Superpositionsgesetzes, sieche Gleichungen (3.4)—(3.6),
wird nun anhand eines Beispiels demonstriert. Gegeben ist ein Korper mit viskoelastischem Ma-
terialverhalten. Die Kennwerte F und 7 sowie die Belastungsgeschichte sind in Abbildung 3.2
angegeben. Gesucht ist die Verzerrung zum Zeitpunkt ¢ = 420d.

) 0 [KN/cm?]
400 |
Gegeben:
_ 2
AG, E =20600kN/cm
>0 bV n=4-10°kNd/cm?
AO'O AO’Z AO’O = +400 kN/cm2
Ao
100 - 1] 3 ..... Aoy = —300kN/cm?
| | Aoy = +150kN/cm?
| | f[d)

- _ 2
7 tl p s Aoz = —250kN/cm

(25d) (1754d) (306 d) (4504d)

Abbildung 3.2: Belastungsgeschichte

0<t<25d:

Maxwellscher Korper: (t) =0

Kelvin-Voigtscher Korper: ¢(t) =0

125d <t < 175d;]

Maxwellscher Korper:
1 t—t 1 25 —25
e(t =25%d) = <E + O) Aoy = ( + ) -400 = 0,01942
n

20600  4-106

1 t—t 1 175 — 25
=175"d) = = Aoy = -400 = 0,03442
e(t =175"d) (E—i- » ) o (20600+ 1106 ) ;

Kelvin-Voigtscher Korper:

1 E 1 20600
= 25d) = — (1 - 7“‘“’) Aoy = —— (1 e 6<25—25>) 400 = 0
st=2rd) =g (1-e 70~ 90600 \" ¢ 7

1
(= 1757d) = (1 - e‘%(t‘“)) Ay =

20600

1 o2 <175—25>) - 400 = 0,01045

o
20600

[175d <t < 300d:]|

Maxwellscher Korper:

1 175—25 1 175-175
t=175+d) = 400 — -300 = 0,01985
£(t = 1757d) (20600 MRS ) (20600 MRVRRTIT ) ’
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1 -2 1 300 — 175
St = 300-d) ( 500 5) 400 — (

- 300 = 0,02298
20600 N 4106 20600 * 4-106 ) ’

Kelvin-Voigtscher Korper:

1 20600 1 20600
17 = (1 oY 6<”5*25>> 400 — —— (1 e 6<”5*”5>> .300 = 0.01045
e(t 75%d) 50600 e~ 410 00 50600 e 410 )
20600 1 20600
300 d) = (1_¢*% 6<3°°*25>> 400 — —— (1 e 6<3°°*”5>> :300 = 0.007794
et =300"d) 20600( € e 20600 c ’

‘300 d <t <450d: ‘ (Berechnung analog)
Maxwellscher Korper: (¢t = 3007d) = 0,03026; e(t = 450~d) = 0,03964
Kelvin-Voigtscher Korper: (¢t = 3007d) = 0,007794; e(t = 450~d) = 0,01013

t > 450d:| (Berechnung analog)

Maxwellscher Korper: (t = 4507d) = 0,0275; danach bleibt £(¢) konstant
Kelvin-Voigtscher Koérper: (t = 450%d) = 0,01013; e(¢) — 0 fiir t — oo

e(t) ‘ MAXWELLscher Kérper‘ -
0.04 4 Weitere Angaben zum Uben:
MAXWELLscher Korper
0.03 -
e(t =100d) = 2,692 102
0.02 -
e(t =200d) = 2,048 - 1072
0.01 -
e(t =300 d) = 2,298 - 1072
0 J
0 e(t =3007d) = 3,026 - 102
0.012 4 e(t =500d) = 2,750 - 1072
o N - - - - KELVIN-VoIGTscher Kérper
|
0.008 + | e(t=100d) = 6,221 - 10~
1 | 3
| e(t=200d) =9,773 - 10~
0.004 £ | ( )
|
T | t]d] e(t=300d) =7,794-1073
0 : : : H : o
0 100 200 300 400 500 600 e(t =500d) = 7,831 - 1073

Abbildung 3.4: Verzerrungsverldufe
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Erweiterungen zur Viskoelastizitét

Fiir folgende Arten der Lastaufbringung werden Nachgiebigkeitsfunktionen angegeben:

o(t)

Ao S(t):AO'ZJ(t—tZ) thtl,

t; t

Das BOLTZMANNsche Superpositionsgesetz lautet in entsprechend erweiterter Form somit:

e(t) = zn:Aai SJ(t—t) + zm:Aa; ST (t—t) . (3.19)

Modell nach KELVIN-VOIGT

1 L,
J(t—t;) = — (1 - e*EﬂHl))

v

Relaxation nicht beschreibbar

Modell nach MAXWELL

1 t—t
J(t—t;) = TP

t—t; (=)

JH(t—t;) =
( J) Eel 27)
EE
Relaxation  o(t) = o(t,) e n ¢t
Modell nach Zener (3-Parametermodell)
Eel O'(t)
1 1 Ey
J(t—t;) = — (1 _ —,—(t—m))
‘ AO—”L ( ) Eel + Ev (& 1
( ' E,+E
Ao’ o v el n ( ,&(t,tv))
)= (t—t; — 1— n J
EU n ( J) Ev Eel (EU)Q €
EvtE, E, E, | Bu+Bg
Relaation (1) = o) 570 () 0 (11— ¢ 55400)
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Anwendungsbeispiel: Pfahlgriindung

Gegeben ist ein Bauwerk, welches in guter Niherung eine Flichenlast von ¢auwerk = 50 kN /m?
auf die darunterliegende Griindung ausiibt. Es ist eine Tiefengriindung durch kreiszylindrische
Pfiahle aus Beton (mit einem Elastizitdtsmodul von F = 30 GPa) vorgesehen, wobei der Pfahl-
durchmesser mit dpg,, = 40 cm gegeben ist und die Pfahllange durch eine in 8 m Tiefe liegende,
als unverschieblich anzunehmende Felsschicht ebenfalls festgelegt ist. Das die Pfiahle umgebende
Erdreich erlaubt es, eine Mantelreibung von Tyane = 0,04 MN/m? anzusetzen und die Fels-
schicht, auf welcher die Pfdhle zusatzlich gelagert sind, gewédhrleistet einen Spitzendruck von
Ospitze = 4 MN /m?,

gBauwerk — 50 kN/Hl2

R R RN R R R R R R RN R R AR R R R 2R R ARE]

: : dpfan1 = 2 0,4m
I
I
I
= I
I
OIT : Erdreich
~ I
I
I
: a="7
I
V I
'\ Felsschicht | :
Ospitze = 4 MN/m?
(Gesucht:

(a) Der Pfahlabstand a, bei Annahme eines quadratischen Pfahlrasters, sodass die gegebene
Bauwerkslast iiber die Pfihle (deren Eigengewicht als vernachldssigbar angenommen wer-

den kann) ins Erdreich und in die darunterliegende Felsschicht abgetragen werden kann.
(b) Die Setzung des Bauwerks zufolge elastischer Axialverformungen der Pféhle.

(¢) In 1cm Tiefe sind vereinzelt Reste eines ehemaligen Streifenfundaments zu finden. Es ist
zu tberpriifen, ob es durch viskoelastische Axialverformungen der Pfidhle zu einer

Beriihrung der Bauwerksunterkante mit diesen Fundamentkorpern kommt.

Bemerkungen: Es ist anzunehmen, dass die Lastabtragung durch Kontakt des Erdreichs mit der
Bauwerksunterkante vernachldissigbar klein ist. Weiters sind die zu untersuchenden Pfihle ndhe-

rungsweise als Dehnstdbe zu betrachten.
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(a): Ermittlung des Pfahlabstands

Der Theorie der Dehnstébe entsprechend, gehen in die Gleichgewichtsbedingung fiir die resultie-

renden Kraftgrofen die Normalkrifte N(z) und die sogenannten Streckenlasten n,(z) ein,

dN(z)
dx

= —n,(x). (3.20)

Da das Eigengewicht der Angabe zufolge zu vernachlissigen ist, f, = 0, wird als Streckenlast die

Kraft zufolge Mantelreibung angesetzt, n,(z) = n, = quantel;"
qMantel = Uptahl * Thantel = dpfahl * T * Thiantel = 0,4 - 7 - 0,04 = 5,0265 - 107> MN /m . (3.21)

Die Verteilung der im Pfahl vorherrschenden Normalkraft folgt durch Integration von Gleichung
(3.20):

xT

NPfahl(x> - /QMantel do = —QMantel * T + Cl s (322)
0
wobei die Integrationskonstante aus der Randbedingung an der Stelle z = 0 ermittelt wird:

Npgani (2 = 0) = —qumantel - 0+ C1 = Cy . (3.23)

An der Stelle z = 0 entspricht die fiir die Dimensionierung mafgebliche Normalkraft aber der

von der Felsschicht aufnehmbaren Spitzendruckkraft, d.h.

0,42 -
4

Npgani (T = 0) = Nspitze = —Ospitze * Apfan = —4 = —5,0265- 107! MN . (3.24)

Das negative Vorzeichen von Ngu,e in Gleichung (3.24) ist dadurch begriindet, dass es sich
bei den in den Pféhlen vorherrschenden Normalkriften ausschliefflich um Druckkréfte handelt.
Die maximal in einen der Pfdhle einleitbare Normalkraft betrdgt unter Berticksichtigung der
Gleichungen (3.22) - (3.24):

Nt = Netanl (7 = 1) = —quanter 1+ Nspitze = —5,0265-1072-8—5,0265-10"" = —9,0478-10" " MN..
(3.25)
Der Pfahlabstand in einem quadratischen Raster folgt schlieflich aus einer Gleichgewichtsbe-

trachtung:

N3 /9,0478 - 10~!
ngfahl = _a2 * @Bauwerk = a = — —Phabl ’—_2 = 4,2539 m. (326)
qBauwerk 5-10

Ein Pfahlabstand von &~ 4m stellt also unter den getroffenen Annahmen sicher, dass die Bau-

werkslast in das Erdreich abgetragen werden kann.

' Die exakte raumliche Verteilung der Mantelreibungskriifte hingt von der Art des Erdreichs bzw. der gewihlten

Griindung ab; im gegenstandlichen Fall wird eine konstante, positionsunabhédngige Mantelreibung angesetzt.

INGENIEURMECHANIK — UBUNGEN




(b): Bauwerkssetzung zufolge elastischer Pfahlverformungen in Axialrichtung

Kombination des Hookeschen Gesetzes fiir einen (wie im untersuchten Fall mafgeblichen) ein-
axialen Spannungszustand, 0,.(x) = E - £,,(x), mit der fiir Dehnstébe giiltigen Normalkraft -

Normalspannungbeziehung o, (x) = N(x)/A ergibt

dN(z) _EA. degq(z) .

N(z)=FA- e,
() Eaa () e e

(3.27)

Durch Beriicksichtigung der Definition der Komponente ¢, des linearisierten Verzerrungstensors,

d
Cax = —u, sowie von Gleichung (3.20) bzw. der Spezialisierung n(z) = gyanter €rhélt man nun

dx

d2UPfah1 (SU )

Eeon'A ahl * — —{Mantel - 3.28

Bet Pfahl A2 GMantel ( )
Durch zweimalige Integration von Gleichung (3.28) folgt:
1 x?

quahl(x) = m * | —dMantel * ? + NSpitze - T+ CQ ) (329)

wobei die Integrationskonstante C;, welche aus der ersten Integration folgt, wie bei Punkt (a)
gezeigt ermittelt wird. Die Integrationskonstante Cy folgt durch Anpassung von Gleichung (3.29)

an die Verschiebungsrandbedingung an der Stelle z = 0,

1

- A [_QMantel -0+ NSpitze -0+ 02] =0 = C12 =0. (330)
EBeton : APfahl

Upgani(z = 0) =

Die Setzung des Bauwerks entspricht der Axialverschiebung an der Stelle z = I:

4 82
am(z=0)=Al=— - 15,0265 -1072 - — 4+ 5,0265- 10! - 8
Upgani (T = 1) 30000 - 0,42 - 7 2 - (3.31)

= —1,4933-10°m.

(c): Bauwerkssetzung zufolge viskoelast. Pfahlverformungen in Axialrichtung

In Kapitel 3 wurden einfache Feder-Démpfer-Modelle zur Beschreibung von eindimensional-
viskoelastischem Materialverhalten verwendet. Fiir Materialien, deren Mikrostruktur (und somit
deren viskoelastisches Materialverhalten) eine zeitliche Entwicklung durchlauft (wie z.B. Beton)
— man spricht von “alternden” Materialien — sind diese einfachen Modelle allerdings nur begrenzt
anwendbar, da die zugrundeliegenden Materialparameter, also Federsteifigkeiten und Dampfer-
viskositéten, ja ebenfalls zeitlich verdnderlich sein miissten. In der Praxis haben sich fiir Beton
sogenannte Potenzgesetze (“power laws”) als sinnvolle mathematische Beschreibungungen Kom-

ponenten der Nachgiebigkeitstensoren J(t,t5) und Relaxationstensoren R(t,ty) erwiesen.? Fiir

2Bzw. Nachgiebigkeitsfunktionen J(¢,ty) und Relaxationsfunktionen R(t,to) im Falle eindimensionaler Visko-

elastizitat.
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die Betonpféhle, die im gegensténdlichen Beispiel untersucht werden, wenden wir die von Bazant

vorgeschlagene Kriechfunktion an?:

(bl —m n
JBeton (t,t0) = E + o [(to) ™ +a] - (t —to)", (3.32)
wobei gilt: E* =15 FE = 45000MN/m mit F = Egeton, ¢1 = 4,5, m = %, n = % und o = %;

weiters wird angenommen, dass das Betonalter bei Lastaufbringung t, = 100 d betrégt. Um die
viskoelastisch bedingte zeitliche Entwicklung des Verzerrungsverlaufes entlang der Pfahlachse
zu bestimmen, wird die in Gleichung (3.32) definierte Nachgiebigkeitsfunktion in die allgemeine

Form des eindimensionalen Kriechgesetzes eingesetzt:

(_QMantel - X+ NSpitze)
APfahl

Eptahl ez (T, 1) = OPfanl 22 (Z) - IBeton(t, to) = - Jpeton (t t0) (3.33)

Die Verschiebung an der Stelle [ folgt durch Integration von Gleichung (3.33):

l l

J eton t t
Upganl(z = 1,1) = /€Pfah1,m($, t)de = B;l 0 / QMantel * £ — Nepitze) AT
fahl
0 ; 0 (3.34)
JBeton (t, tO) l2
- antel © 5 T N itze ° l .
Apnl GMantel 5 Spit

Ersetzen von Jpeton(t,to) durch die in Gleichung (3.32) gegebene Definition und entsprechendes
Umformen erlaubt es nun auszurechnen, ob bzw. wann eine Bauwerkssetzung von « = 1cm

erreicht wird:

U+ Apfani 1 "
—({Mantel * L + NSpitze -1 Ex
Hupgam(z = 1) = u] = to+ 3 : = 5,3424-10" d ~ 146368y (3.35)
1
o [(to) ™™ + q

Wenn man eine Lebensdauer des gegenstédndlichen Bauwerks von etwa 150 Jahren zugrunde-
legt, lautet die Schlussfolgerung also, dass die Bauwerksunterkante die im Erdreich verbliebenen
Fundamentkorper, welche zu eventuell ungiinstigen Lastumlagerungen fiithren kénnten, zufolge
viskoelastischer Axialverformungen der Betonpféhle (bei gleichbleibender Belastung!) nie beriih-

ren wird.

3Siehe Z.P. Bazant, Mathematical Modeling of Creep and Shrinkage of Concrete, 1988, John Wiley & Sons Ltd.
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4. ELASTOPLASTIZITAT

Im Gegensatz zu elastischen Deformationen bleiben plastische Deformationen auch nach der
Entlastung bestehen. Im Folgenden wird gezeigt, wie sich Materialien plastisch deformieren,
abhéngig davon, welcher Fliefiregel sie gehorchen. Aufbauend auf dem in der Vorlesung gezeigten
Anwendungsbeispiel fiir ein VON MISES-Material sollen nun verschiedene Fliefregeln untersucht
werden. Dabei interessiert uns die ,, Richtung® (aber nicht die Grofe) des plastischen Flusses. Diese
,Richtung*, d.h. die Verhaltnisse aller plastisch hervorgerufenen Winkel- und Langenédnderungen,

wird durch die sogenannte Flieftregel

. :0g(o)
p pr—
15 A P

(4.1)

mit g als dem plastischen Potential und A als Konsistenzparameter oder plastischer Multiplikator,
bestimmt.

In diesem Kapitel wird von assoziierter Plastizitit ausgegangen, d.h. das plastische Potential ¢
entspricht der Fliekfunktion f (¢ = f). Die Fliefsfunktion definiert das Auftreten plastischer
Prozesse: Solange f(o) < 0 liegt rein elastisches Materialverhalten vor (A = &” = 0). Nur fiir
f(o) = 0 kann' plastisches Verhalten mit A > 0 auftreten. Die in diesem Kapitel verwendeten
Festigkeitskriterien sind im Anhang auf Seite B1 zusammengefasst.

Der Einfachheit halber gehen wir von isotropen Materialien aus und alle theoretischen Uberle-

gungen erfolgen in der Basis der Hauptnormalspannungen (ez, erz, eryy). >

Fliefsregel nach RANKINE (Zugkriterium)

Fiir Materialien, die unter Zugbeanspruchung geméf dem RANKINEkriterium mit der Fliefsgren-

ze f, versagen, lautet das plastische Potential g wie folgt:

glo) = f(o) =01 = fy: (4.2)

Die daraus folgende Fliefregel und die resultierenden plastischen Verzerrungen (4.1) lassen sich

wie folgt beschreiben:

or—Ffy.t) 0 0 100
doy
eP = )\ 0 B(Jéo_]{y,t) 0 =A|0 0 0 (43)
0 0 O(or—fy,t) 00 0
dorrr er,ernerrr er,errerrs

1Es kann fiir bestimme Zusténde sowohl f als auch A ident null sein.
2Mit den Komponenten des Spannungstensors o = ore; ® 7 + orrerr @ err + orrrerrr @ errr
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Fliefiregel nach RANKINE (Druckkriterium)

Fir Materialien, die unter Druckbeanspruchung geméifs dem RANKINEkriterium mit der Fliefs-

grenze f, . versagen, lautet das plastische Potential g wie folgt:

g(O’) - f(o-) = _fy,c —OrIr (44)

Die daraus folgende Fliefregel und die resultierenden plastischen Verzerrungen (4.1) lassen sich

wie folgt beschreiben:

I( f%fn or11) 0 0 00 O
el — \ 0 3(—%;1—10111) 0 =Xlo o o (4.5)
0 0 A—=fy,e—0or111) 00 —1
orrr er.err,errr er,ernerrr

Interpretation fiir einen eindimensionalen Spannungszustand:

Aus (4.3) und (4.5) kann man sofort sehen, dass die betrachteten Spannungszusténde, die nach
der entsprechend formulierten RANKINEschen Flieffunktion zum Versagen (Fliefen) fithren, plas-
tische Verzerrungen (also bleibende Deformationen) nur in der e;-Richtung (Lastfall Zug) bzw.
nur in der e;;-Richtung (Lastfall Druck) verursachen. Das Volumen eines Korpers verdndert sich
aufgrund der plastischen Deformation (nimmt zu bei Zug und nimmt ab bei Druck), aber die
Korperabmessungen in der Ebene mit Normalvektor e; (Zug) bzw. e;;; (Druck) bleiben zufolge

plastischer Verzerrungen gleich (fiir die grafische Interpretation des RANKINEschen Zugkriteriums

siche Abbildung 4.1).
plastische Deformation
elastische Deformation —,

Je_l,
e
ey €I

Abbildung 4.1: Deformation eines Korpers bis zum Versagen (Fliefen) und nach Eintritt des
plastischen Flusses geméls RANKINEscher Versagensfunktion und entsprechender Fliefregel fiir

das RANKINEsche Zugkriterium.
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Fliefsregel nach TRESCA — allgemeiner Spannungszustand

Fiir Materialien, die geméf dem TRESCAkriterium mit der Fliefgrenze f, versagen, lautet das

plastische Potential g wie folgt:

g(o) = flo) =01 —0omur— fy (4.6)
Fiir den Fall o7 > 077 > oy gilt:
Oor—orrr—1fy)
| I Béjl y 0 0 ' 10 0
&P — )\ 0 8(017921]111*@) 0 =Moo o (4.7)
0 0 Oor—orir—1fy) 00 —1
dor11 er.err,errr er.err,errs

Anwendungsbeispiel — allgemeiner Spannungszustand

Gegeben sind die Komponenten des Spannungstensors o in der Basis ey, es, e3:

10,2 —-0,6 —3,6
o=1-06 —35 61| kN/cm? (4.8)
36 61 18
e1,e2,e3

Aufserdem gilt fiir den untersuchten Werkstoff, dass die Fliefgrenzen bei Druck und Zug gleich
grof sind (fy: = |fy.c])-

Gesucht ist die ,Richtung” des plastischen Flusses bzgl. der ey, e;, e3-Basis nach dem Versagen
geméls der Fliefkriterien nach RANKINE und TRESCA.

Anmerkung: es wird angenommen, dass der durch o gegebene Spannungszustand nach den zwei

Kriterien plastisches Flieken gerade verursacht.

Hauptnormalspannungen und ihre Richtungen:
Die Komponenten des Spannungstensors o in der Basis, die mit den Spannungshauptrichtungen

zusammenfillt, lauten:3

o = 12,085 0 0
o= 0 o1 = 4,043 0 kN /cm? (4.9)
0 0 orrr — —7,628

€er,err,eirir

Die entsprechenden Richtungsvektoren in der ey, ey, e3-Basis lauten:

—0,8811 0,4649 —0,0863
er = | 0,2014 err = 10,5341 errr = | 0,8210 (4.10)
0,4278 0,7061 —0,5642
e1,e2,e3 e1,e2,e3 e1,e2,e3

3Die Ermittlung der Hauptnormalspannungen und ihrer Richtungen wird im Anhang A erldutert.
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Fliefsregel nach RANKINE:
Da die betragsméfig grofste Hauptnormalspannung eine Zugspannung ist, wird das plastische
Potential fiir Zug (4.2) verwendet. * Unter Beriicksichtigung von (4.9) und (4.1) ergibt sich die

,Richtung® des plastischen Flusses zu:

(o1 —fy,t)
T 0 y N
el =\ 0 B(Jéo_]{y,t) 0 =AX|0 0 0 (411)
0 0 Oor—fyt) 0O 0 0O
dorrr

€er.errerirr €er,err,erir

Die ,Richtung” des plastischen Flusses ist also durch den e;-Basisvektor gegeben. Das bedeutet,
dass Fliefen in der Richtung der grofsten Hauptnormalspannung eintritt.

Fliefsregel nach TRESCA:

Einsetzen der Hauptnormalspannungen geméf (4.9) in (4.6) und Auswerten der Fliefiregel (4.1)

liefert die ,Richtung* des plastischen Flusses als:

d(or—orrr—1)
) : 8071 0 0 . oo
&P — )\ 0 3(015;‘;_51*1) 0 =A0 0 O (4.12)
0 0 o1 o1 1) 00 —1
dorrr er.err,errr er,err,errr

Im Falle eines triaxialen Spannungszustandes, der nach dem TRESCAschem Fliefkriterium zu
plastischem Flieften fiihrt, ergibt sich eine positive Komponente des plastischen Flusses in die
Richtung der groften Hauptnormalspannung (e;) und eine negative Komponente in die Richtung
der kleinsten Hauptnormalspannung (ej;;). Die Verzerrungsfliisse sind betragsméfig wiederum
gleich grofs; trotz der plastischen Deformation bleibt das Materialvolumen also unverandert.
Wie eingangs erwahnt, erlauben die hier verwendeten plastischen Potentiale lediglich qualitative
Aussagen hinsichtlich der Richtung des plastischen Flusses. Mochte man hingegen die plasti-
schen Deformationen zufolge einer gegebener Belastung quantitativ erfassen, muss der Konsis-
tenzparameter A bestimmt werden, siche z.B. Kapitel 12.2.5ff in H. Mang und G. Hofstetter,
Festigkeitslehre.

Fliefiregel nach MISES — zweiaxialer Spannungszustand

Fiir Materialien, die geméaf dem MisESkriterium mit der Fliefigrenze f, versagen, lautet das

plastische Potential g wie folgt:

g(o) = flo) =/ J§ —k (4.13)

e Lastfall 1: (biaxialer Zug)

Gegeben ist ein zweiaxialer Spannungszustand:

oc=o/(e;@er+e®err) (4.14)

“Wenn |01 I 1| >| 01| wire, milsste man fiir diesen Werkstoff das plastische Potential fiir Druck (4.4) anwenden.
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Gesucht ist die Richtung des plastischen Flusses unter der Annahme, dass das plastische Po-
tential ident mit der Fliefsfunktion ist.

Losung: Einsetzen der Fliefsfunktion (4.13) in die Fliefregel (4.1) unter Beriicksichtigung von
g = f fiithrt auf:

O/ JS
2 0
.99 .0 N IOV S R, W0 A B -
er =320 308 O TR GOVIE S| eyE (4.15)
oo oo oo oo dorr -
0 0 8_"2
OII11

er.erreirrr
Die zweite Invariante des Spannungsdeviators, ergibt sich geméf Seite B1 (Anhang) zu:

1
Jg == [a? — o o +oj ot — o (or+ UH)] (4.16)

3

Die Gleichung des plastischen Flusses (4.15) mit Einsetzen der zweiten Invariante (4.16) ergibt

sich unter Bertiicksichtigung der Kettenregel zu:

(or—orr)+(or—orrr) 0 0
6:/Jg
oA (orr1—on)+(orr—orrr) -
el = A 0 6-/Jg 0 -
0 0 (orrr—on)+(orrr—orr)
o/ 72 er.err.errs
(o1 — o) + (o1 — o111) 0 0
=23 ng 0 (011 —01) + (011 = 0111) 0 (4.17)
0 0 (o111 — o) + (0111 — 011)

er, 11,111

Konkretisiert man diese Gleichung fiir den gegeben Spannungszustand in (4.14) folgt:

. or 0 0 10 0
er = A 0 or O AL 1o 1 0 (4.18)
64/ J9 6+/J9
0 0 —204 00 —2
er.err.erir er,errserrr
e Lastfall 2: (biaxialer Druck)
Gegeben ist ein zweiaxialer Spannungszustand:
o =orr(en®er+enr®erpr) (4.19)

Gesucht ist die Richtung des plastischen Flusses unter der Annahme, dass das plastische Po-
tential ident mit der Fliefsfunktion ist.

Losung: Spezifizierung des plastischen Flusses (4.17) fiir den Spannungszustand (4.19) ergibt:

—20']]] 0 0
gl =\ 0 0 4.20
6 J§ 0111 ( )
0 0 o

€er,err,errr
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Aus 0 = o7 > oyyg folgt o777 < 0 und somit ergibt sich obige Gleichung (4.20) zu:

2 0 0
0 -1 0 (4.21)
0 -1

&P — 3\ lo111]

61/J9

€er,err,eiris

Fliefiregel nach MOHR-COLOUMB

Fiir Materialien, die geméf dem MOHR-COLOUMB-Kriterium versagen, lautet das plastische
Potential g wie folgt:

g(o) = flo) =01 (1+sinp) —orr (1 —sing) —2c¢ cosy (4.22)

Gesucht ist die Richtung des plastischen Flusses fiir einen allgemeinen Spannungszustand mit
or > oy > oy mit den Materialparametern 0 < ¢ < /2 und ¢ € R unter der Annahme, dass
das plastische Potential ident mit der Flieffunktion ist.

Losung: Einsetzen der Fliefsfunktion (4.22) in die Fliekregel (4.1) unter Beriicksichtigung von
g = [ fihrt auf:

EP = .99 _}\g _ 0o (1 +sing) — o7 (1 —sing))

— _ —\ —
oo Jo Jo
| L0 0 (L tsing) 0 0
“il0 2 o Y (423)
0 0 Bflfn 0 0 —(1—sinyp)

€er,err,eiris €r,err,eiris

Gegeben ist der Spannungszustand aus (4.8) mit den MOHR-COLOUMB-Parametern ¢ = 100 %
und ¢ = .
Gesucht ist die Richtung des Plastischen Flusses

Losung: Der plastische Fluss ergibt sich zu

(1+sing) 0 0 1,38268 0 0
gl =\ 0 0 0 ~ A 0 0 0 (4.24)
0 0 —(1—sing) 0 0 —0,61732
er,err.errr er.errerrr

Fliefiregel nach DRUCKER-PRAGER

Gegeben ist der Spannungszustand aus (4.8).
Gesucht ist die Richtung des plastischen Flusses in Abhéngigkeit von den Materialparametern
k € Rt und @ € R unter der Annahme, dass das plastische Potential ident mit der Flieffunktion

ist.

Diese Aufgabe kann freiwillig erledigt werden, um zu kontrollieren, ob man die gelernten Inhalte

verstanden hat und anwenden kann.
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5. HYPERELASTIZITAT

In diesem Kapitel werden Materialmodelle angewendet, um isotropes hyperelastisches Material-
verhalten mathematisch zu beschreiben. Im Falle grofer Deformationen bewegt sich ein Material-
punkt (dem eine Energiedichte 1) zugeordnet ist) vom geometrischen Punkt X in der Referenzkon-
figuration zum geometrischen Punkt x in der Momentankonfiguration, wobei das ihn umgebende
infinitesimale Volumselement ebenso einer Verdnderung unterworfen ist: dVy(X) — dV(x). D.h.
es ist sinnvoll, die Energiedichte (Energie pro Volumen) nicht einem verdnderlichen Volums-
element, sondern einem konstanten Massenelement (,,Massenerhaltungssatz*) zuzuordnen. Der
Ubergang von einer volumenbezogenen Energiedichte 1 (,,Energie pro Volumen®) zu einer mas-

senbezogenen Energiedichte 1, (,Energie pro Masse”) lautet

) = 2. (5.1
mit der aktuellen Massendichte p(x).
Auf Basis dieser massenbezogenen Energiedichte, sowie der Clausis-Duhem Gleichung (siehe Vor-
lesungsskriptum) erhalten wir das Materialgesetz der Hyperelastizitit, welches lautet:
9, (E)
0T OE

mit der initialen Massendichte po(X). Dabei wird mit Hilfe der Energiedichte ein Zusammen-

(5.2)

hang zwischen dem zweiten PIOLA-KIRCHHOFFschen Spannungstensor 7 und dem GREEN-
LAGRANGEschen Verzerrungstensor E hergestellt, d.h. bei hyperelastischen Materialverhalten
wird davon ausgegangen, dass die Energiedichte eine Funktion eines objektiven Verzerrungsten-
sors ist — in diesem Fall eine Funktion des GREEN-LAGRANGEschen Verzerrungstensors E und
daher (bei isotropem Materialverhalten) auch Funktion von dessen Invarianten IF ist. Daraus

folgt, durch Anwendung der Kettenregel,

", (IF . IE) OIF
_ n/  ZZi 5.3
Weiters konnen wir, unter Verwendung des Deformationsgradienten F, vom fiktiven (in der un-
verformten Lage definierten) zweiten PIOLA-KIRCHHOFFschen Spannungstensor 7 auf den (tat-

sichlich in der verformten Lage wirkenden) CAUCHYschen Spannungstensor o schliefsen:

1 r_ 5 OUE) or
O’—JF?TF =pF 9E F, (5.4)

mit J = detF = py/p als der Jacobi-Determiante. Der (symmetrische) GREEN-LAGRANGEsche
Verzerrungstensor E sowie der (im Allgemeinen nicht symmetrische) Deformationsgradient F

sind durch ein gegebenes Verschiebungsfeld u wie folgt definiert:

1| 0u ou\’ ou\’ oOu Ju
E—ala—x+(a—x) +<a—x) a_X] F=xtt (5:5)
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Bei Wahl des Koordinatensystems in den Verzerrungshauprichtungen, e;, e;r, e;;;, vereinfacht

sich der Deformationsgradient zu

A O 0
F = 0 )\]] 0 mit J:detF:)\[)\[[)\[[[, (56)
0 0 )\IH

erernerrs
mit den Streckungen \; = Ou;/0X; + 1, A\ = Ouyr/OXp + 1, und Aj;p = Quprr/0OXr + 1.
In analoger Weise kann die elastische Energiedichte auch als Funktion des fiir hyperelastische
Materialmodelle hiufig verwendeten CAUCHY-GREENschen Streck-Tensors, C = 2 E+1 = FT.F,
angegeben werden, mit ¢,(E) = EP(C). Daraus ergibt sich das zu (5.2) und (5.3) dquivalente
Materialgesetz der Hyperelastizitét
onp IC L IC c
™ =2po 1/1 —QPOZ = 7n)'8ajé,

(5.7)

wobei die Energiedichte @p nun als Funktion des CAUCHY-GREENschen Streck-Tensors C bzw.
(bei isotropem Materialverhalten) als Funktion von dessen Invarianten IS definiert ist. Die Be-
rechung von o erfolgt analog zu Gleichung (5.4) mit
1 op,(C)
= -FraFl' =2pF 2 —
J SFTe
Im Falle von isotropem Materialverhalten ist die Energiedichte im Allgemeinen eine Funktion von

FT. (5.8)

nur drei Invarianten eines objektiven Verzerrungstensors A (z.B. GREEN-LAGRANGEscher Ver-
zerrungstensor E oder CAUCHY-GREENscher Streck-Tensor C) mit den zugehorigen Eigenwerten

Ayq, Arr, und Ajgp. Die in der Literatur am haufigsten verwendeten drei Invarianten lauten

I = tr(A) = Ar+ A+ Ang,

1
= 3 [(trA)? — tr(A®)] = Ar Arp + Arr Arrr + Anr Ar,
131’4 = det(A) :A[A[[A[[[. (59)

Weiters konnen wir (je nach Materialverhalten) weitere Invarianten definieren, welche Ausdriicke
der ersten drei Invarianten (5.9) sind. Exemplarisch zeigen wir drei weitere mogliche Invarianten,
welche lauten
I} = tr(A%) = A7+ A% + A7,
= (1) -21,
2 = tr(A?%) = A3+ A3, + A3,
= 310+ (I}’ =310 15,
I8 = tr(A)tr(A?) — tr(A®) = AT Ay + AT A + AT A+ A3 A+ A3 A+ Al A
318, (5.10)

Die oben angefiihrten Invarianten konnen nun (spezialisiert fiir E oder C) in den hyperelastischen

Materialgesetzen (5.3) bzw. (5.7) verwendet werden.
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SAINT VENANT-KIRCHHOFFsches Materialmodell

Gegeben ist die massenbezogene Energiedichte fiir das isotrope hyperelastische SAINT VENANT-
KIRCHHOFFsche Materialmodell, welches lautet

um) = |5 e ] (5.11)

mit den LAMEschen Konstanten A und G (wobei letztere auch als Schubmodul bezeichnet
wird). Das Modell nach SAINT VENANT-KIRCHHOFF ist die einfachste Beschreibung von iso-
tropem hyperelastischem Materialverhalten, wobei wfv von nur zwei Invarianten des GREEN-
LAGRANGEschen Verzerrungstensors abhangt, welche iiblicherweise als Funktion der Eigenwerte

(Hauptverzerrungen) von E angegeben werden:
IF =tr(E) = E; + Eir + Eqpp, IF =tr(E*) = E? + E%, + E%,,. (5.12)

Gesucht sind der zweite PIOLA-KIRCHHOFFsche Spannungstensor 7% und der CAUCHYsche

Spannungstensor V.

Fiir die gegebene (von E abhéingige) Energiefunktion 5" kénnen wir zur Berechnung des zweiten
P1OLA-KIRCHHOFFschen Spannungstensors 7 von Gleichung (5.3) Gebrauch machen. Im Fol-
genden werden die notwendigen Ableitungen der Invarianten, I und IF, beziiglich des GREEN-

LAGRANGEschen Verzerrungstensors berechnet:

allE - I(Er+ Er+ Ern)
OE OE

oIy - O(E} + Ef; + Efyp)

T = = —=2E, (5.13)

=1,

mit 1 als dem Einheitstensor zweiter Stufe. Einsetzen der Ausdriicke (5.13) in (5.3) und gleich-

zeitige Ableitung der Energiedichte ¢5" nach den beiden Invarianten I{* und I,” ergibt

Pl arp OE oIF OE

=AIF14+2GE. (5.14)

In Komponentenschreibweise lautet der zweite PI1OLA-KIRCHHOFFsche Spannungstensor (im

Hauptachsensystem )
NF+2G B 0 0
w3V = 0 NE+2GE;, 0 : (5.15)
0 0 NIF +2G By

€er,err,eirir

Durch Anwendung des SAINT VENANT-KIRCHHOFFschen Materialmodells erhalten wir also

SV und dem Verzerrungsten-

einen linearen Zusammenhang zwischen dem Spannungstensor 7
sor E. Dies ist eine natiirliche Erweiterung der linearen Elastizitdtstheorie, siche Abbildung5.1

fiir einaxiale Verzerrungs- und Spannungszustinde in Hartgummi. Zur Kontrolle leiten wir (5.14)

INGENIEURMECHANIK — UBUNGEN




nochmals nach E ab, wodurch wir den bekannten konstanten isotropen Elastizitdtstensor C;,,

(in KELVIN-MANDELscher Schreibweise) erhalten

(\+2G A A0 0 0]
A AE2G A 0 0 0
Co=" _di@14261=]| A AT2E 000 g
OE 0 0 0 2G 0 0
0 0 2G 0
0 0 0 2@

mit [ als dem Einheitstensor vierter Stufe.

Abschliefend ermitteln wir den CAUCHYschen Spannungstensor o nach Formel (5.4). Dazu ver-
wenden wir die Definitionen des Deformationsgradienten F in den Hauptverzerrungsrichtungen,
sowie dessen Determinante J laut (5.6). Einsetzen von (5.6) und (5.14) in (5.4) liefert schliefslich
den gesuchten CAUCHYschen Spannungstensor

1 1
aSV:ijSVFT: jF (AMP1+2GE)F", (5.17)

mit Komponentenschreibweise

— A =]

(NF +2G E)— 0 0

>\II >\III /\
oV = 0 (ANIE +2G E;) 22 0 :
)\I >\III A\
0 0 (NIF +2G Byyp)—tL
L Ar A er,err,errr
(5.18)
S

wobei anzumerken ist, dass zwischen dem Spannungstensor oY und dem Verzerrungstensor

Einaxialer Verzerrungszustand

Einaxialer Spannungszustand

3 £

[a [a W

o o

&0 o0

= =

= =

= =

= =

< =

Y &

= =

g g

— —

Fal 8

(a) o=l ()
-4 i i i i i i i i -4 i i i i i i i i
-05 =025 0 025 05 0.75 1 125 1.5 -0.5 -0.2 0 025 05 0.75 1 1.25 1.5
Verzerrung E; (Err= Errr=0) [-] Verzerrung Ep [-]

Abbildung 5.1: Spannungs-Dehnungs-Diagramm fiir das SAINT VENANT-KIRCHHOFFsche Ma-
terialmodell (a) bei einaxialem Verzerrungszustand und (b) bei einaxialem Spannungszustand,
wobei G = 2,4 GPa und A\ = 1,6 GPa (Materialkennwerte fiir Hartgummi)

E (aufgrund der Transformation mittels Deformationsgradienten) kein linearer Zusammenhang
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mehr besteht, siehe Abbildung5.1. Das SAINT VENANT-KIRCHHOFFsche Materialmodell is nur
zur Beschreibung kleiner bis mittlerer Deformationen geeignet. Vor allem im Bereich hoher Druck-
verzerrungen ist die Konvergenz gegen den Wert Null bei gleichzeitig steigender Verzerrung (Stau-
chung) nicht realistisch. Im nachfolgenden Beispiel (Neo-HOOKEsches Materialmodell) wird in

diesem Bereich ein plausiblerer Verlauf modelliert.

Neo-HoOKEsches Materialmodell

Das neo-HOOKEsche Gesetz ist ein allgemeineres Modell zur Beschreibung von isotropem hy-
perelastischem Materialverhalten bei groffen Deformationen, welches zum Beispiel fiir Gummi,

Polymere und Weichgewebe Verwendung findet.

Gegeben ist die massenbezogene Energiedichte fiir das isotrope hyperelastische neo-HOOKEsche

Materialmodell, welches lautet

G, NC) = (I8 =3 —2m)) +d(InJ)?, T =/If, (5.19)
mit den aus Versuchen zu bestimmenden Materialparamtern ¢ und d. Fiir lineare Elastizitéit gilt
c=G/(2po) und d = N\/(2 pp). Im Gegensatz zum zuvor vorgestellten Modell, ist die Energiedich-
te @i)vH nun eine Funktion vom CAUCHY-GREENschen Streck-Tensor C bzw. von dessen ersten
und dritten Invariante, I und I§. Diese sind Funktionen der Eigenwerte von C (Quadrate der

Streckungen Cr = A2, Cr; = A%, und Cj7; = A3;;) und lauten:
IE =tr(C) = N+ X2, + 0y, I§ =det(C) = N2 A% 02, = J2 (5.20)

Gesucht sind der zweite PIOLA-KIRCHHOFFsche Spannungstensor V% und der CAUCHYsche

Spannungstensor oV

Fiir die gegebene (von C abhingige) Energiefunktion @i)vH konnen wir zur Berechnung des
zweiten PIOLA-KIRCHHOFFschen Spannungstensors 7 von Gleichung (5.7) Gebrauch machen.
Im Folgenden werden die notwendigen Ableitungen der Invarianten, I¢ und IS, beziiglich des

CAUCHY-GREENschen Verzerrungstensors berechnet:

OIf _ 0N + Ay +Mipy) OIf _ 0N Ay ATn)

_ _1 _ —Cct. 5.21
oC oC ' ocC oC ’ (5-21)
Einsetzen der Ausdriicke (5.21) in (5.7) und gleichzeitige Ableitung der Energiedichte ﬂiVH nach
den beiden Invarianten I¢ und I$, unter Verwendung von 91InJ/0I§ = (2 I$)7, ergibt
0v, (I, 1) o1F 0w, (I IS) oIf
NH = 9 e e i ) 1-C ) +dnjC'] .
m Al ) ErTe e oo | 2 lel )+ dInJ C]
(5.22)
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In Komponentenschreibweise lautet der zweite P1OLA-KIRCHHOFFsche Spannungstensor (im

Hauptachsensystem )
r 1 ) InJ -
cll—=|+d— 0 !
( A7 Al 1 InJ
0 0 c <1 — 2—) + dr;—
_ )\III )\III_ er.err,erirr

(5.23)
Nun kénnen wir den CAUCHYschen Spannungstensor o nach Formel (5.8) ermitteln. Einsetzen
der Definitionen des Deformationsgradienten F (in den Hauptverzerrungsrichtungen) und dessen

Determinante J (5.6), sowie (5.22) in (5.8) liefert schlieflich den gesuchten Spannungstensor

o = %FWNH F' = 2/)0%F c(1-C")+dnJC'|F". (5.24)
Unter Beriicksichtigung von F C™1 F? = 1 vereinfacht sich (5.24) zu
o =2 e (F-FT — 1) +dlnJ1] (5.25)
mit Komponentenschreibweise
c(A—1)+dInJ 0 0
o =25 0 c(A2, — 1) +dInJ 0 . (5.26)
0 0 c(N3;; —1)+dInJ

€er,err,eirir

Durch Anwendung des neo-HOOKEschen Materialmodells erhalten wir durchwegs nicht-lineare
Spannungs-Dehnungsbeziehungen, siehe Abbildung 5.2 fiir einaxiale Verzerrungs- und Span-

nungszustinde in Hartgummi. Die Grenzbetrachtungen zeigen, dass (im Gegensatz zum vor-

Einaxialer Verzerrungszustand Einaxialer Spannungszustand

£ o4r =
O
= .l O Sl
s 2 =2
- -
g Or = Or
=
=
5 b, )
2 4 o
n / ?6
= 41y g —4r
5ol 5
ZO 61 z, —6r
() A N 1 A S W i L i1 W () RN UV ST I S R A L
0 025 05 075 1 125 15 175 2 0 025 05 075 1 125 15 175 2
Streckung A; (A;r= Arrr=1) [-] Streckung Ar [-]

Abbildung 5.2: Spannungs-Dehnungs-Diagramm fiir das neo-HOOKEsche Materialmodell (a) bei
einaxialem Verzerrungszustand und (b) bei einaxialem Spannungszustand, wobei G = 2,4 GPa

und A = 1,6 GPa (Materialkennwerte fiir Hartgummi)

herigen Modell) die Spannungen im Bereich hoher Druckverzerrungen gegen den Wert —oo kon-

vergieren.
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Verallgemeinertes Polynom-Materialmodell

Nicht immer lasst sich in der Literatur ein passendes hyperelastisches Materialmodell fiir das zu
untersuchende Material finden. Daher ist es sinnvoll, zum Beispiel ein Polynom n-ten Grades zu
definieren mit welchem das hyperelastische Materialverhalten hinreichend approximiert werden

kann, wie im nachfolgenden Beispiel erlautert wird:

Gegeben ist die massenbezogene Energiedichte fiir das isotrope hyperelastische Materialmodell
in Form eines Polynom dritten Grades von den Eigenwerten des GREEN-LAGRANGEschen Ver-

Zel"rungstensors
6
YN E) =) Il (5.27)
i=1

mit den aus Versuchen zu bestimmenden Materialparamtern ¢; bis ¢g. Fiir den gewdhlten Ansatz
hangt @Z)f °t yon sechs Invarianten des GREEN-LAGRANGEschen Verzerrungstensors ab, welche als

Funktion der Eigenwerte von E angegeben werden [siche auch (5.9) und (5.10)]:

IV = t(E)=E;+ Ei+ Eqnr,

rF = % [(trE)2 — tr(EQ)] =Er B+ Erp B + B By,

IY = det(E) = E; E Eqpy,

If = t(E®) = E}+E} + Efyp,

If = (E’) = B} + Ej; + By

I} = tr(E)tr(E®) — tr(E®) = E} Eyr + Ef Erpg + Ef Er + Efp Erp + B Er + By Err
(5.28)

Gesucht sind der zweite PIOLA-KIRCHHOFFsche Spannungstensor w7 und der CAUCHYsche

Spannungstensor o,

Fiir die gegebene (von E abhéngige) Energiefunktion @Z)f °l kénnen wir zur Berechnung des zwei-
ten PIOLA-KIRCHHOFFschen Spannungstensors 7 von Gleichung (5.3) Gebrauch machen. Im
Folgenden werden die notwendigen Ableitungen der Invarianten, I bis I, beziiglich des GREEN-

LAGRANGEschen Verzerrungstensors berechnet:

1 2
~ [(ttE)? — tr(E?
orr _ I(trE) 1 oIy _ 0 <2 [(E)” — tx( )}) _IF1_E
OE OE ’ OE OE ! ’
orf  9(detE) | ory  0(tr(E?))
oE o E oE o ™
oIf  O(tr(EF) oIf  OWEtr(E*) —tr(E%) 5 E 2
e ) = = i = [P1+2IFE - 3E2.

(5.29)
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Einsetzen der Ausdriicke (5.29) in (5.3) und gleichzeitige Ableitung der Energiedichte 17" nach

den Invarianten I bis IF ergibt nach Zusammenfassen

[§
7,‘_Pol = Z 3%(]5 71(159) . aIzE _
— oIF OE
= /o [(Cl+0211E+0614E)1+(204—CQ+206]1E)E+(3C5—306)E2+03]3EE_1} s
(5.30)

wobei ¢; bei hyperelastischem Materialverhalten im Allgemeinen Null ist, da im unverzerrten

Zustand gilt: wP°(E = 0) = 0 (keine Spannung im verzerrungsfreien Zustand).

Nun kénnen wir den CAUCHYschen Spannungstensor o nach Formel (5.4) ermitteln. Dazu ver-

wenden wir wieder die Definitionen des Deformationsgradienten F in den Hauptverzerrungsrich-

tungen, sowie dessen Determinante J laut (5.6). Einsetzen von (5.30) in (5.4) liefert schliefslich

den gesuchten CAUCHYschen Spannungstensor

gl — %Fﬂ,Pol Fl —
= pF[(eIf +cIf)1+ (2cs—ca+2cI7)E+ (3es—3ce) B>+ 3 I E7'| FT.

(5.31)
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6. METHODEN DER MECHANISCHEN WERKSTOFFPRUFUNG

Das nachfolgende Kapitel erlautert anhand zweier Beispiele die Auswertung von bei einaxialen
Zug- und Druckversuchen bzw. bei Ultraschalltests gewonnenen Daten. Die theoretischen Grund-
lagen dazu konnen im Kapitel 2 des Skriptums zur Vorlesung mit Ubung aus Ingenieurmechanik,

Teil A — Vorlesungsteil, nachgelesen werden.

Beispiel 1

Angabe:

Ein Versuchskorper nach DIN EN ISO 6892-1 aus einem zédhen, isotropen Metall wurde mit einer
spindelgetriebenen, elektromechanischen Priifmaschine einer einaxialen Zugbeanspruchung unter-
worfen. Die rechteckige Querschnittsfliche im Messbereich ist durch eine Breite von b = 20 mm
und eine Tiefe von t = 10 mm definiert. Der Versuch wurde verschiebungsgesteuert durchgefiihrt,
mit einer Lingendnderungsrate von 0,03 mm/min. Diese Léngenénderungsrate wurde bis in den
Fliefsbereich der Probe konstant gehalten. Anschliefend wurde die Belastung gestoppt und mit
einer Langendnderungsrate von —0, 03 mm/min vollstdndig entlastet. In der Probekorpermitte
wurden die Axialdehnung und die Querdehnung mit Hilfe von Dehnungsmessstreifen gemessen.
Als Versuchsergebnis liegen daher sowohl ein Kraft-Axialdehnungs-Diagramm [siche Abbildung
6.1(links)| als auch ein Axialdehnungs-Querdehnungs-Diagramm [siche Abbildung 6.1(rechts)]

vor.
10 1.
8l 708
= =
Z 6} X 0,6
&0
E =
2
:2 4 % 0,4
<
21 = 0,2
z
0 - - - - - 0 - - -
0 02 04 06 08 1 4 3 ) 1 0
Axialdehnung x 1073 [-] Querdehnung x 1074 [-]

Abbildung 6.1: links: Kraft-Axialdehnungs-Diagramm und rechts: Axialdehnungs-Querdehnungs-

Diagramm fiir den in Beispiel 1 durchgefiihrten einaxialen Zugversuch

Weiters wurde ein Zylinder aus dem selben Material (Hohe h = 99,8 mm, Radius 7 = 24,9 mm
und Masse m = 525,2 g) unter Verwendung eines Transversalwellen-Pulsgebers mit einer Frequenz
von 500 kHz, Honig als Kontaktvermittler und einer Frischhaltefolie als Trennmittel untersucht.
Die Laufzeit des Signals ohne Probekoérper (Serienschaltung: Pulsgeber — Honig — Frischhalte-
folie 1 — Frischhaltefolie 2 — Honig — Pulsempfianger) betrug ¢, = 600ns. Bei der Messung des
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Probekorpers wurden folgende (totale) Laufzeiten vom Pulsgeber zum Pulsempfanger (Serien-
schaltung: Pulsgeber — Honig — Frischhaltefolie 1 — Probekorper — Frischhaltefolie 2 — Honig —
Pulsempfénger) gemessen: Longitudinalwellenlaufzeit ¢ ;,» = 15,67 us und Transversalwellenlauf-

zeit Ty o0 = 31,84 ps.
Gesucht:

a. Der Elastizitatsmodul (Angabe in Gigapascal) und
b. die Querdehnungszahl des Materials,

jeweils unter Auswertung beider Untersuchungsmethoden.

ad. a.: Auswertung des einaxialen Zugversuchs

Die Ermittlung des Elastizitdtsmoduls erfolgt basierend auf dem Zusammenhang

E— Oaxial ' (61)

Eaxial
Um nicht von einem Punkt des Diagramms in Abbildung 6.1(links) abhingig zu sein, wéahlen

wir zwei Punkte A und B entlang des Entlastungspfades, welche in Abbildung 6.2(links) grafisch

dargestellt sind und schreiben (6.1) um zu

AUaa:ial
E = . 6.2
Aeaxml ( )
10 1.
8 A 708
— =
Z 6} X 0,6
&0
E =
2
M;_‘ 4 % 074 B
<
2 B =02
z
0 - - - - - 0 - - -
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 -4 -3 -2 -1 0
Axialdehnung x 1073 [-] Querdehnung x 1074 [-]

Abbildung 6.2: links: Kraft-Axialdehnungs-Diagramm mit Punkten A und B und rechts:
Axialdehnungs-Querdehnungs-Diagramm mit Punkten A und B fiir den in Beispiel 1 durch-

gefiithrten einaxialen Zugversuch

Es ergibt sich bei einer Querschnittsfliche A = 20-10 = 200 mm? = 2 cm? fiir Punkt A: 0p gpiar =
4 kN /cm? bei ea gz = 0,83-1072 und fiir Punkt B: 0p 4pi = 1kN/cm? bei ep gria = 0,43-1073 .
Einsetzen in (6.2) liefert

B — OA,axial — OB,axial o 4-1

B = — 7429 kN /em® = 74,29 GPa. 6.3
EA,azial — €B,azial 0,83-1073 —0,43-103 /em ) a (6.3)
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Die Ermittlung der Querdehnungszahl erfolgt durch den Zusammenhang
equer
=——. 6.4
. Eaxial ( )

Erneut wihlen wir zwei Punkte entlang des Entlastungspfades, diesmal in Abbildung 6.1(rechts),

welche in Abbildung 6.2(rechts) nochmals dargestellt werden. Umschreiben von (6.4) liefert
V=———. (6.5)

Es ergibt sich bei einer Querschnittsfliche A = 20-10 = 200 mm? = 2 cm? fiir Punkt A: £p gpia =
0,8-1073 bei EA,quer = —3,25-107* und fiir Punkt B: EB,avial = 0,4-1072 bei EB,quer = —1,85-107%.
Einsetzen in (6.5) liefert

- EA,quer — EB,quer _ __3725 -1074 + 1,85 - 1074
€A azial — EB,axial 078 <1073 — 0,4 -10-3

UV =

= 0,346 . (6.6)

Somit sind — bei Zugrundelegung einer linearisierten Elastizitdtstheorie — Elastizitdtsmodul
und Querdehnungszahl des untersuchten Materials zufolge der bei einem einaxialen Zugversuch

gewonnenen Messwerte bestimmt.

ad. b.: Auswertung von Ultraschalltests

Zur Bestimmung des Elastizitdtsmoduls basierend auf Ultraschalltests verwendet man folgenden

Zusammenhang mit der Dichte p und den Wellenausbreitungsgeschwindigkeiten v; und vy:

2 2 2
_ pup By —4vy)
o 2 2 '

E (6.7)

Die Dichte p ermittelt man zu p = m/V, mit der Masse m = 5252g= 0,5252kg und dem
Volumen V' = r?.7m-h = 24,9%-7-99,8 = 194392 mm? = 0,000194 m?. Somit gilt p = 2701,75 kg/m?.
Die Wellenausbreitungsgeschwindigkeiten koénnen in mehreren Schritten aus den Wellenlaufzeiten
ermittelt werden. Zunéchst gilt folgender Zusammenhang zwischen der totalen Wellenlaufzeit ¢,

und der Wellenlaufzeit im Probekérper ¢:
t= ttot - tO . (68)

Somit ergeben sich, bei Berticksichtigung von ¢, = 600ns = 0,6 us die Wellenlaufzeiten zu t; =
titot —to = 15,67 — 0,6 = 15,07 us und t; = ty 40t — to = 31,84 — 0,6 = 31,24 us. Es gilt folgender

Zusammenhang zwischen der Wellenausbreitungsgeschwindigkeit v und der Wellenlaufzeit t:

h
= — 6.9
v t ? ( )
wobei h die Probenhéhe gemif Angabe bezeichnet. Wir erhalten daher: v; = 0,0998/15,07-1076 =
6622,43m/s und v; = 0,0998/31,24 - 107¢ = 3194,62m/s.
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Einsetzen von p, v; und v; in (6.7) ergibt

2701,75 - 3194,62% (3 - 6622,43% — 4 - 3194,62?)
6622,43% — 3194,622

E = =7,436-10"Pa = 74,36 GPa.  (6.10)

Somit kann eine zufriedenstellende Ubereinstimmung mit dem mittels einaxialem Zugversuch
ermittelten Elastizitdtsmodul festgestellt werden (Ez,, — Epire = —0,07 GPa).
Die bereits ermittelten Wellenausbreitungsgeschwindigkeiten konnen gleichermafen zur Bestim-
mung der Querdehnungszahl genutzt werden. Es gilt der folgende Zusammenhang:
v — 207
V= M : (6.11)
Einsetzen liefert v = 0,348, was ebenfalls sehr gut mit dem Wert aus dem Zugversuch iiberein-

stimmt (vzyg — Vuire = —0,002).

Beispiel 2

Angabe:

Gegeben sind Messergebnisse aus zwei Materialtests:

Ein zylindrischer Kunststoffkérper, mit Durchmesser d = 5cm, Hohe h = 4,75c¢cm und Mas-
se m = 131,56¢g, wurde in axialer Richtung mehreren Ultraschalltests unterzogen, wobei ein
Transversalwellen-Pulsgeber mit einer Anregungsfrequenz von 1 MHz, Honig als Kontaktver-
mittler und Frischhaltefolien als Trennmittel verwendet wurden. Die Laufzeit des Signals ohne
Probekorper (Serienschaltung: Pulsgeber — Honig — Frischhaltefolie 1 — Frischhaltefolie 2 — Ho-
nig — Pulsempfénger) betrug ¢y = 330ns. Bei der Messung des Probekorpers wurden folgende
(totale) Laufzeiten vom Pulsgeber zum Pulsempfinger gemessen (Serienschaltung: Pulsgeber —
Honig — Frischhaltefolie 1 — Probekorper — Frischhaltefolie 2 — Honig — Pulsempfianger): Longitu-
dinalwelle: ;011 = 20,25 us bzw. bei Versuchswiederholung ;112 = 20,28 us; Transversalwelle:

tiiotn = 46,21 pus bzw. bei Versuchswiederholung ;1012 = 45,99 pis.

Weiters wurde ein Versuchskorper nach 15 -
DIN EN ISO 6892-1 aus Kupfer mit

einer spindelgetriebenen, elektromechani-

10+

N]

schen Priifmaschine einer einaxialen Zugbe-

anspruchung unterworfen. Die Abmessun-

Kraft [k

gen der rechteckigen Querschnittsfliche im

Messbereich betrugen: Breite b = 20mm

. _ ] 0 | ' |
und Tiefe ¢ 10mm. Der Versuch wur 0 0,5 1 1,5
de verschiebungsgesteuert durchgefiihrt, be- Axialdehnung x 1073 [-]

ginnend mit einer Lingenédnderungsrate von ) )
Abbildung 6.3: Kraft- Axialdehnungs-

0,02mm/min. Diese Léngendnderungsrate ) ) o
Diagramm fiir den in Beispiel 2 durchgefiihrten

wurde bis in den Fliekbereich der Probe

. ) einaxialen Zugversuch
konstant gehalten. Anschlieffend wurde die
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Belastung gestoppt und mit einer Langenénderungsrate von —0,02 mm/min vollsténdig entlastet.
In der Probekorpermitte wurden die Axialdehnung mit Hilfe von Dehnungsmessstreifen gemessen.
Als Versuchsergebnis liegt daher ein Kraft-Axialdehnungs-Diagramm vor, siehe Abbildung 6.3.
Gesucht:

a. Bestimmen Sie die Wellenldngen (in Millimeter) der vier gemessenen Ultraschallwellen sowie
den Erwartungswert und die Standardabweichung des Elastizitdtsmoduls des Kunststoffs
(in Gigapascal).

b. Bestimmen Sie den Elastizitatsmodul (in Gigapascal) und die Fliefspannung (in Megapas-

cal) des untersuchten Kupfers.

ad. a.: Auswertung von Ultraschalltests

In diesem Beispiel ist zu beachten, dass zwei Ultraschallmessungen (erster Versuch und Ver-
suchswiederholung) durchgefithrt wurden. Die Auswertung erfolgt zunéchst getrennt fiir beide
Versuche. Mit den resultierenden Werten fiir den Elastizitdtsmodul werden dann noch Mittel-
wert und Standardabweichung ermittelt, also eine statistische Auswertung durchgefiihrt.

Wir gehen zunéchst analog zum ersten Beispiel vor und ermitteln sowohl fiir den ersten Versuch
(Index 1), als auch fiir die Versuchswiederholung (Index 2), die Wellenlaufzeiten in der Probe
geméh (6.8), und zwar fiir die Longitudinal- als auch fiir die Transversalwellen. Es ergibt sich

mit o = 330ns = 0,33 pus:

ti1 =t —to = 20,25 — 0,33 = 19,92 s (6.12)
ta = tisors — to = 20,28 — 0,33 = 19,95 yis (6.13)
ti1 = trsors —to = 46,21 — 0,33 = 45,88 s (6.14)
ta = tisos —to = 45,99 — 0,33 = 45,66 s (6.15)

Mit der Probenkorperhéhe h = 4,75 cm = 0, 0475 m, lassen sich daraus sofort die Wellenausbrei-

tungsgeschwindigkeiten v geméfs (6.9) bestimmen zu:

vy = t% = 19’%’371‘17150_6 = 2384,54m/s (6.16)
Ve = % - % — 2380,95m/s (6.17)
vy = % = % = 1035,31m/s (6.18)
Vg = e 00475 _ 1040,30 m /s (6.19)

tis 45,66-10°6

Die gesuchten Wellenlédngen A erhélt man {iber den Zusammenhang

A= (6.20)

v
f Y
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wobei f die Schwingungsfrequenz bezeichnet, welche in diesem Beispiel durch die Anregungsfre-
quenz mit 1 MHz = 1 - 10° Hz gegeben ist. Einsetzen in (6.20) liefert:

=
=

| 2384,54

Mo = =T = 23805 10~% m = 2,3845 mm (6.21)
Ao = % - 25’8?0965 —2,3810-10%m = 2,3810mm (6.22)
Ay = ”t—fl - 133?;1 —1,0353-10~%m = 1,0353 mm (6.23)
Ao = ”Lj? - 110%(1)’0?;0 = 1,0403 - 10 m = 1,0403 mm (6.24)

Somit ist der erste Teil der ersten Aufgabenstellung erledigt.
In weiterer Folge ermittelt man den Elastizitdtsmodul fiir den ersten Versuch und die Versuchs-
wiederholung geméfs (6.7) unter Nutzung der ermittelten Wellenausbreitungsgeschwindigkeiten
und der Dichte p = 0,13156/0,00009327 = 1410,59 kg/m? zu:

1410,59 - 1035,31% (3 - 2384,54% — 4 - 1035,31?)
E, = ’ ’ ’ ’ = 4.1847 - 10° Pa = 4,1847 GP 6.25
! 9384542 — 1035312 ) =% a (6.25)

1410,59 - 1040,30% (3 - 2380,952 — 4 - 1040,302)
E, = ’ ’ ’ ’ = 4.2195-10° Pa = 4,2195 GP 6.26
2 9380,952 — 1040307 ’ s a (626)

Bei Verwendung statistischer Formeln lassen sich der Erwartungswert E[F;] und die Standard-

abweichung o dieser Stichprobe ermitteln zu:

1 < 1
EE;| = — E; = = (4,1847 + 4,2195) = 4,2021 GP 6.27
B =5 3B = 5 (L1847 + 42199 a (6:27)
und

o= \/Var[Ei] = \/0,0006055 = 0,0246 GPa, (6.28)

wobel
1 - 2 2 2 2
Var[E;] = 1 Z(EZ—E[EZ]) = (4,1847 —4,2021)" + (4,2195 — 4,2021)~ = 0,0006055 (GPa)~ .

n —
i=1

(6.29)
Es folgt also ' = 4,20 4+ 0,02 GPa.

ad. b.: Auswertung des einaxialen Zugversuchs

Die Vorgangsweise ist analog zur in Beispiel 1 gezeigten, d.h. es werden zunéchst zwei Punkte
entlang des Entlastungspfades in Abbildung 6.3 festgelegt, sieche Abbildung 6.4.

Einsetzen in (6.2) lieft mit der Querschnittsfliche A = 2cm? und den Spannungen und Ver-
zerrungen im Punkt C: oc gpia = 5kN/cm? bei €C.amial = 1,15 - 1073 sowie im Punkt D:
0D azial = 2,0 kN/ cm? bei €D, azial = 0,9 - 1073 folgenden Wert fiir den Elastizitdtsmodul:

axial aria 5 — 2,5
p = ZCaxial — ODovial _ — 10625 kN /em® = 106,25 GPa.  (6.30)
€C,axial — €D,axial 1715 -1073 — 0,9 -10-3
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Zur Bestimmung der Fliefsspannung o, lesen wir den Wert fiir die aufgebrachte Kraft beim

Fliefsplateau aus Abbildung 6.3 (oder 6.4) ab und dividieren diese durch die Querschnittsfléche.
Dann erhalt man

F, ateau 11735
o, = Pl}i = —— =567 kN /cm® = 56,7 MPa. . (6.31)
15+
— 10} C
=4,
i
i 5t D
0 L L |
0 0,5 1 1,5

Axialdehnung x 1073 []

Abbildung 6.4: Kraft-Axialdehnungs-Diagramm mit Punkten C und D fiir den in Beispiel 2
durchgefiihrten einaxialen Zugversuch
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7. ERMITTLUNG VON SCHNITT- UND
VERSCHIEBUNGSGROSSEN DURCH INTEGRATION
DER DIFFERENTIALBEZIEHUNGEN DER
THEORIE GEDRUNGENER STABE

Zusammenstellung der Differentialbeziehungen der Theorie gedrungener Stébe (fiir eine statische

Belastung):
DIFFERENTIALBEZIEHUNGEN @ Querkraft
DER BALKENTHEORIE M Biegemoment
¢ Querschnittsdrehwinkel
W~ ) (0 Durchb
dx - q w urcnblegung
dM (z) q Querbelastung je Langeneinheit
—dr Q(z) (b) ATy Temperaturdifferenz (T, — T,)
do(x) M(x) ATg(z) h  Querschnittshohe
dx FEI(x) h ar (c) ar lin. Temp. Ausdehnungskoeff.
dw(x) K ET Biegesteifigkeit
A GA(x) (d) G'A/k  Schubsteifigkeit

7.1 INTEGRATION DER DIFFERENTIALBEZIEHUNGEN
DER THEORIE GEDRUNGENER STABE AUSGEHEND VON
DER DIFFERENTIALGLEICHUNG 4. ORDNUNG

Es sind folgende Annahmen vorauszusetzen, fiir die die Differentialbeziehungen der Balkentheorie

entsprechend spezialisiert werden:

e Konstante Querschnittsfliche: GA(x) = konst = GA;
e Konstantes Flachenmoment 2. Ordnung: E1(x) = konst = ET ;
e Konstante Temperaturdifferenz (T, — T,): ATy (x) = konst = AT},

Somit erhdlt man durch Ableiten von (d) nach x und Einsetzen des so erhaltenen Ausdrucks in

(c), Ableiten der somit erhaltenen Beziehung nach x und Einsetzen in die Gleichung (b), usw.

_Elk d*q(x)

ek S ey s (7.1)

Diese Gleichung ist ein Ausgangspunkt fiir die Losung von Problemen der Theorie gedrungener
Stébe. Folgender Losungsweg wird dabei verfolgt: Viermalige Integration der Gleichung (7.1)
ergibt einen Ausdruck fiir £J w(zx), in dem vier Integrationskonstante C; bis Cy auftreten. Diese
allgemeine Losung fiir die Biegelinie des Balkens wird durch das Formulieren von Randbedingun-
gen an die zu l6sende Aufgabenstellung angepasst.
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BEISPIEL: Gegeben ist ein Balken mit Belastung laut Abbildung 7.1.

= AR o
Z A BT = konst A .

7,W
Abbildung 7.1: Statisches System und Belastung

GESUCHT sind die Biegelinie w(z), der Biegemomentenverlauf M (z), der Querkraft-
verlauf Q(z), sowie das Biegemoment an der Einspannstelle M4, und die Stelle an

der das maximale Biegemoment auftritt

Es handelt sich um ein einfach statisch unbestimmtes System unter isothermischen Bedingun-
gen (AT, = 0). Unter Voraussetzung von ¢(z) = konst = ¢ ergibt viermalige Integration der
Gleichung (7.1):

d3w
—Q(z) = Bl = qv+ 0y,
kBT d?*w qz?
—M(l‘)—qGA _EI@_T+Clx+CQ’
kBT dw q:zc x? -2
—FEI = FEI— = Z
o(x) + Q(x) A o 5 + 4 5 + Cyx+ Cs,
3 2
Elw(z) = Elw = ﬂ+clx—+02x—+03x+c4

24
Die Integrationskonstanten C, Cy, C's und C4 werden mit Hilfe der vorgeschriebene Randbedin-
gungen angepasst. Es sind drei geometrische (kinematische) Randbedingungen und eine statische

(dynamische) Randbedingung anzupassen. Diese lauten

wx=1) = 0,

dw K (7.3)
a=0) =0 = %@; 0) = Q= 0) o |

dw HE[ l kBT

Aus Gleichgewichtsbetrachtungen ergibt sich die Querkraft Q(z = 0) wie folgt:

Qx=0)=A4, = —EI?;—?’(:U =0). (7.4)
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Die Randbedingungen (7.3) sowie die Gleichgewichtsbetrachtung (7.4) dienen zur Berechnung

der Integrationskonstanten C, Cy, C3 und C4, sowie der Auflagerkraft A. Sie ergeben sich zu

w(z=0)=0 = Cy=0,
dw A, K A,k ET
d3w
E1w<x:0):_14v = Clz—Av,
o q-14 & > A,kEI B
wx=1)=0 = 51 A, 6+Cg 5t oA [=0... (D),
d*w > kEI q-1? > kEI
El—(x=1)=—q| = — A, =—q| = . (1)
=@ =1 q(6+GA) - Ty A G q(6+GA) (1)
(7.5)
Durch ein Additionsverfahren ergibt sich:
1 1 l kEI > KEI
) —2-(I)/¢* 2= )—-A —-+2 =—q | =
(i) —2- M/ at <2 12) “(E 37" GAZ) q<6+ GA)
70+ 12 £
> A=g 1+3E?:€]:_Cl'
GA?

Durch Einsetzen dieses Ergebnisses in die Gleichungen 7.5 folgen die weiteren Integrationskon-

stanten:
; _q<5€2—36%li—72%%2> o (79t +12025R1\ kB
2 24 + 72 Bl ’ T\ sy 2ully GA

Die Gleichung fiir die Biegelinie ergibt sich durch Einsetzen von C bis C} in die letzte Zeile von
Gleichung (7.2):

o [20t-Teat 5P 468y (Ter— 602 22 4 ) + T2EE (3 - %)

T BEI 1+3 2L

w(z)

Die Ableitungen dieses Ausdrucks ergeben sich wie folgt:

dwz) g 8:63—2163:2—1—1062:6—1—6%[;(76—123:—6%4—4?—2)4—72%2’22(%—QZ%)
dr  48EI 1+32=

GA?
(7.7)
Elk x z? EI%k?
Ful@) g [1247 20004568 - 308 (1+3-%) - 28 .
d® 24 EI 1+3 &% ’ '
dwz) _ q |82 -T(-128F(G-2%)| _ Q@) (79)
d®  8EI 1+ 355 - EI’ '
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Der Momentenverlauf ergibt sich nach Gleichung (7.2) zu:

FElrk (1 T T
M(:L,):_E]dz_w HE[_ q 121‘2—21€l‘+5£2—36a <§+Z_Z_2>

—4q Y Elr
dr TGA T T u 1+3 20

(7.10)

Extremwerte der Biegemomente treten bei stetigen Momentenverlauf bei einem Vorzeichenwech-
sel der Querkraft auf, als auch an den Stabenden. Der dem Betrag nach grofte Wert von M (z)

tritt an der Einspannstelle auf. Durch Auswerten der Gleichung (7.10) fiir x = 0 erhédlt man:

q |50 — 128
Mi=M(r=0)=_—-L | "~GA 7.11
Zur Ermittlung der Stelle Z, an der das maximale Moment auftritt, hat man daher
d3
El ;1)(3:1:) = —Q(x) nach Gleichung (7.9) gleich null zu setzen:
T
T0—8x+ 1288 (1 24 71+ 1288
Qz) =1 GE‘M(Z By o s Sl KT} (7.12)
8 1+ 3 45 8+ 24577

Abschliefiend kénnen wir aus den hergeleiteten Losungen einen einfachen Ubergang zur schubstar-
ren Theorie (GA/k — o0) fiir schlanke Biegestébe schaffen: Berticksichtigung von GA/k — oo
in Gleichung (7.6)-(7.12) liefert folgende Ausdriicke fiir die Biegelinie und deren Ableitungen

_ 4 4_ 3 2.2\ _
w(r) = 48E[(2x Tla® 4517 2%) w(z),
dw(x) q 3 2 2
= — 211 101 = —
I 8 E[(&r z°+ 1007 x) o(x), -
d*w(x) q 9 5 M (x) :
- 1222 — 21 S
i~ mpprv TAeEsh Bl
d*w(z) q Q(z)
— —71 -
Py ) AR El
sowie fiir Schnittgrdfsen
M(z) = —2—%1(12:1:2—211334—5[2), (7.14)
5ql>
M, = — 1
4 24 (7.15)
Qlz) = —g(gx—w). (7.16)
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7.2 INTEGRATION DER DIFFERENTIALBEZIEHUNGEN
DER BALKENTHEORIE AUSGEHEND VON DER
DIFFERENTIALGLEICHUNG 2. ORDNUNG

Es sind folgende Annahmen vorauszusetzen, fiir die die Differentialbeziehungen der Balkentheorie

entsprechend spezialisiert werden:

e Konstante Querschnittsfliche: GA(z) = konst = GA;
e Konstante Flachenmoment 2. Ordnung: FI(z) = konst = E1 ;

e Konstante Temperaturdifferenz (T, — T,): ATy (z) = konst = AT},
Zur Herleitung der Differentialgleichung 2. Ordnung wird die Gleichung (d) nach = abgeleitet

und in die Gleichung (c) eingesetzt. Somit erhélt man:

PPw(x)  M(z) AT, q(z) Kk

(7.17)

dr2  EI NEY

Diese Gleichung ist ein Ausgangspunkt fiir die Losung von Problemen der Theorie gedrungener
Stéibe.

BEISPIEL: Gegeben ist ein Balken mit Belastung laut folgender Abbildung.

X

;iilWWHj&lHﬁﬁfﬂﬂlmuiﬁm Y T vRv_vvq: () Ve

gegeben: | Mp = &

l | A,

Z,W x/2 ‘ z/2 ‘

Abbildung 7.2: Statisches System und Belastung — Bestimmung von M (x)
GESUCHT sind die Biegelinie w(z) und die Momentenlinie M (x) .

Es handelt sich analog zum vorherigen Beispiel um ein einfach statisch unbestimmtes System
unter isothermischen Bedingungen (AT}, = 0), belastet durch eine konstante Streckenlast ¢(z) =
konst = ¢. Bei Kenntnis der Auflagerreaktionen A, und My erhdlt man die Momentenlinie M (x)

aus einer Gleichgewichtsbetrachtung (siche Abbildung):

(EM), =0 = M(z)+(q-2)e— Ay -2 My=0. (7.18)
—— 2

Durch Umformen dieses Ausdrucks erhélt man die Biegemomentenlinie M (x) zu

qz’
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Tréigt man diese Beziehung in die Differentialgleichung (7.17) ein, so erhélt man nach Umformen:

dPw(z) Elk Pw(z)  qa? Elk

EI _—M(a:)—qGA = FEI — Ay x—My—q

(7.20)

dz? da? 2 GA
Integration dieser Differentialgleichung fiihrt auf folgende Ausdriicke:
dw(z) qxd x? Elk
EI = —Ay— —Myx — Cs, 7.21
d 6 p A Tdgr Tt (7:21)
4 3 2 2
qr x x Flk x
EI = — —Ay——My— — — . .22
w(z) or g T Mag a5 TGt (7.22)

Es sei ausdriicklich darauf hingewiesen, dass bei Verwendung der Differentialgleichung 2. Ordnung

zur Berechnung von Integrationskonstanten nur geometrische Randbedingungen verwendet wer-

den kénnen. Die Randbedingungen w(z = 0) = 0 und ¢(z = 0) = 0 = % (z = 0) = £ liefern

Cs = % und Cy = 0. Setzt man die beiden Integrationskonstanten in die Gleichung (7.22)
ein, so erhalt man die gesuchte Biegelinie
1 [qa* 3 x? gr 2 Ak
=—|—F—-A ——-—My— | — 5 —= . 2
w(z) EI<24 v MY ) Taaz Taa” (7.23)

Die dritte geometrische Randbedingung, w(x = 1) = 0, fithrt nach Einsetzen in die Glei-
chung (7.23) auf folgenden Zusammenhang zwischen A, und M4:
1 [ql* & 12 gr 2 Ayk
=l)=—|——-A,— —My—
wlr =1 =27 (24 6 12

Zur Losung der Aufgabenstellung muss nun noch eine Gleichung gefunden werden, die einen Zu-

[=0. (7.24)

sammenhang zwischen A, und M4 herstellt. Diese Beziehung erhélt man z. B. durch Formulieren

der Gleichgewichtsbedingungen gegen Verdrehen um den Auflagerpunkt B:

l ql? 2q1?
(EM)BZO = (Q‘l)a—Avl—MA+F:0 = AU'Z+MA: 3 . (725)
Mg
Durch Losen der beiden Gleichungen (7.24) und (7.25) erhélt man
Elk Elk
4, = 1| 2 ex M= -2 |2 12k (7.26)
U8 1+3ks | AT o | 143 '
GAR GAP

Setzt man diese beiden Ausdriicke in die Momentenlinie nach Gleichung (7.19) ein, erhilt man
die gesuchte Momentenlinie zu:
) 1207~ 2100+ 50 - 365 (145 %)
qu q GA \3 717
M(z)=——7"-+A4,- My=—— . (r.27
() =5 Aot Ma=—5 1+3 20 (7.27)
Gleichung (7.19)

Setzt man A, und M, nach Gleichung (7.26) in die Gleichung (7.23) ein, erhélt man die gesuchte

Biegelinie zu:

2

2t = T0aP 5007+ 65 (Tol— 622 - 25 + 5 ) + 12208 (3 - )

GA GA? 02

T 48EI 1+3 20

(7.28)
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BEISPIEL: Gegeben ist ein Balken mit Belastung laut folgender Abbildung.

P
AT, =T, — T, = konst %
My C
A

A EI = GA = konst (

N

—— x A,

Abbildung 7.3: Statisches System und Belastung — Bestimmung von M (x)

GESUCHT sind die Biegelinie w(z) und die maximale Durchbiegung w;,,, .

Es handelt sich um ein statisch bestimmtes System, belastet durch eine Einzelkraft P am Krag-
armende, und eine iiber die Querschnittshohe linear verdnderliche Temperatur AT, = T, — T,.
Bei Kenntnis der Auflagerreaktionen A, und M4 erhélt man die Momentenlinie M (z) aus einer

Gleichgewichtsbetrachtung (siehe Abbildung):
EM),=0 = M(x)—A,-x—Myu=0. (7.29)

Durch Umformen dieses Ausdrucks, unter Beriicksichtigung von A, = P und M4 = — P, erhélt

man die Biegemomentenlinie M (x) zu
M(z)=P-x—Pl=—-P(l—x). (7.30)

Trégt man diese Beziehung in die Differentialgleichung (7.17) ein, so erhédlt man (mit ¢(z) = 0):

d*w(z) EI AT, d*w(z) EI AT,
EI = —M(x) — ar = El e P(l—x)— 0T (7.31)
Integration dieser Differentialgleichung fiihrt auf folgende Ausdriicke:
dw(x x> EIAT,
EI di«) = Ple—P— - = Yaraz+ Oy, (7.32)
2 3 EIAT, 2
Elw(z) = Pl%—P%— - kaT%JrCling. (7.33)

Die Integrationskonstanten € und C5 werden mit Hilfe der vorgeschriebene Randbedingungen

angepasst. Es sind zwei geometrische (kinematische) Randbedingungen anzupassen, welche lauten

w(z=0) = 0,
dw o (7.34)
p(x=0) = 0 = %(:c—O)—Q(:c—O)@.
Aus Gleichgewichtsbetrachtungen ergibt sich die Querkraft Q(x = 0) wie folgt:
Qx=0)=A,=P. (7.35)
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Die Randbedingungen (7.34) sowie die Gleichgewichtsbetrachtung (7.35) liefern die Integrations-

konstanten C; = ng“ und Cy = 0.

Setzt man die beiden Integrationskonstanten in die Gleichung (7.33) ein, so erhdlt man die

gesuchte Biegelinie

P2? Pk ATy, x?
= [ — ——r— —— oy —. :
w(z) Yo (Bl—z)+ i T or (7.36)

Die maximale Durchbiegung erhalten wir am Kragarmende durch Auswerten von (7.36) fiir x = :

_ PP Pr, AT, P

w(x:l)—gE]JrGA o ary (7.37)
W nr wqg wr

mit wy, als der vom Biegemoment, wg als der von der Querkraft, und wz als der von der Tem-
peraturdifferenz herriihrende Anteil der maximalen Duchbiegung. Weiters kénnen wir folgendes
Verhéltnis zwischen der maximalen Durchbiegung zufolge der Querkraft und des Biegemoments

angeben:
wg 3EIk

wy  PPGA’
wobei wir erkennen konnen, dass der Einfluss der Querkraft auf die Durchbiegung mit zuneh-

(7.38)

mender Stablidnge geringer wird, und daher nur bei sehr gedrungenen Stében von Bedeutung
ist.

Der Einfluss der Querkraft auf die Durchbiegung zeigen wir exemplarisch anhand eines I-
Querschnitts aus Stahl (E = 21000kN/cm®, G = 7930kN/cm®) mit einer Querschnittshohe
von h = 2b (k = 2,119). Somit erhalten wir Gleichung (7.38) in Abhéngigkeit von [/h:
wo/wyr = 2,805 (h/1)?, sieche Abbildung 7.4, wobei festzuhalten ist, dass fiir Berechnungen nach
Stabtheorie [/h > 5 gelten muss.

0.12¢ } b }
e ] ——
_0.09} d
5 I
0.06 y g 3
§ h=2b
0.03
0 : : : ‘ — ——— | KN
5 10 15 20 25 30 35
U/h [-] z

Abbildung 7.4: Verhéltnis zwischen der maximalen Durchbiegung zufolge der Querkraft und des
Biegemoments wgq/wy; in Abhéngigkeit von [/h, fiir einen Kragarm mit [-Querschnitt aus Stahl

mit h = 2 b, belastet durch eine Einzelkraft am Kragarmende
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8. ERMITTLUNG VON SCHUBBEIWERTEN

In diesem Kapitel wird die Ermittlung von Schubbeiwerten gezeigt. Diese sind nur von der QQuer-
schnittsform und -grofe abhidngig, und damit rein geometrische Grofen (so wie die Flachenmo-
mente erster und zweiter Ordnung). Die Schubbeiwerte, , und ., dienen zur Bestimmung der

in der Vorlesung eingefiihrten Timoshenko-Gleitungen

Py

Ty (@) = Qy() und (@) = Qu(2) 77 (8.1)

Die Schubbeiwerte sind definiert durch:
A (78]
= —= dA 8.2
v/ [ &2
A
fir die Gleitung zufolge einer in y-Richtung wirkende Querkraftkomponente @),, sowie

o — %A/ [ijfgrm, (8.3)

fiir die Gleitung zufolge einer in z-Richtung wirkende Querkraftkomponente @)..

Zur Berechnung der Schubbeiwerte im Falle diinnwandiger offener Querschnitte wird folgende
Idealisierung vorgenommen: Die einzelnen Querschnittsteile werden durch ihre Mittellinien re-
prisentiert, denen entsprechende Querschnittsbreiten d(s) zugeordnet sind. Dabei bezeichnet s
die Querschnittslaufkoordinate, die den Blechmittellinien folgt (wie auch bei der Ermittlung von
Schubspannungen). Unter diesen Voraussetzungen gelten (mit dA = d(s) - ds) folgende Beziehun-

gen fiir die Schubbeiwerte:

A S.(s)? A S, (s)?
/{y—]—ZQ a(s) ds und /{Z—]—yQ d(s) s,

S

(8.4)

wobei S, (s) fiir das statische Moment des zwischen s = 0 und der Stelle s gelegenen Querschnitts-
teils um die y-Achse steht (analoges gilt fiir S.(s)). Die beiden statischen Momente sind wie folgt
definiert:

S,(s) = / o(s) d(s)ds  und  S.(s) = / y(s) d(s) ds . (8.5)
: A ; A
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BEISPIEL: Rechteckquerschnitt

Gegeben ist ein Rechteckquerschnitt, laut nebenstehender Abbildung, mit Breite b und Hohe h.

Gesucht sind der Schubbweiwerte &, und x.. | b |

Fiir den Rechteckquerschnitt laut nebenstehender Abbil- —

dung koénnen wir zur Berechnung des Schubbeiwertes «,
von Gleichung (8.3) Gebrauch machen. Im Folgenden wird y S
die Flache und das Tragheitsmoment beziiglich der Quer-

schnittsschwerachse y berechnet:

bh3

Das statische Moment S,(z) um die y-Achse als Funktion der Koordinate z wird wie folgt be-

y 2 z 22 h2 b ) h2

A —h/2
Einsetzen der Ausdriicke (8.6) und (8.7) in Gleichung (8.3) ergibt, unter Beriicksichtigung von
d(z) = b, und dA = bdz

rechnet:

/{Sy(z} Ry 72 g<22_%) b= (8.8)

h2\1°
h/2 (22__) h/2 TRy
144 4 36
- N /| == —2.2— dz . 8.9

E 2 & (Z “ +16) N (8.9)
—h/2 —h/2

Schliefslich folgt nach Integration und Zusammenfassen:
MEL36 (B B
B (160_48+32)'

36 <z5 23 h? +h4 )
K, = —|=>-—2 "4 _—_2 —
A5 32 167)|,, W

= 6/5=12. (8.10)

In analoger Weise lésst sich der Schubbeiwert x, unter Verwendung von Gleichung (8.2) berech-

nen, welcher fiir den Rechteckquerschnitt den selben zuvor berechneten Wert ergibt

Ky =K, =12. (8.11)
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BEISPIEL: Diinnwandiger offener Querschnitt

Gegeben ist ein dinnwandiger I-Querschnitt, laut nebenstehender Abbildung, mit Breite b,
Hohe A = 2D, und Dicke d.

Gesucht ist der Schubbweiwert x, fiir eine zugehorige Querkraft @),.

Fiir den diinnwandigen Querschnitt kénnen wir zur Berech-

nung des Schubbeiwertes k, von Gleichung (8.4) Gebrauch

machen. Um eine Vereinfachung der Rechenschritte zu errrei-

chen, betrachten wir nur die Profilmittellinien mit zugeordne- p———

ten Querschnittsbreiten. Weiters ist es sinnvoll die Hohe h in
Abhéngigkeit der Breite b zu wihlen (in unserem Fall h = 2b).
Im Folgenden wird die Flache und das Tragheitsmoment be-

ziiglich der Querschnittsschwerachse y berechnet: g 5

O-——————=———4
>

I
)
S

A=2bd+ (2b)d=4bd, (8.12) T
52

d(20b)3 8 }H{
I, = (25) +2bdb? = - db’, (8.13)
12 3 @ ¢ ,,,,,,,, O- _ 1  _ ____ _Y
wobei fiir I, das Eigentrédgheitsmoment der Flansche ver- ©,

nachléssigt wird. Diese Vereinfachung im Zuge der Berechung
von Schubbeiwerten ist gerechtfertigt, wenn gilt: h > b und
d < b/10.

Durch Ausniitzung der Symmetrie beziiglich der y-Achse, geniigt es, bei der Berechung des stati-
schen Moments, nur die Hélfte des Querschnitts zu betrachten. Das statische Moment S, (s1) um
die y-Achse als Funktion der Laufkoordinate s; im Flansch (von Stelle (0) bis s;), sowie das fiir
die Stelle (1) ausgewertete statische Moment (von Stelle (0) bis (1)), werden wie folgt berechnet:

S,(s1) = /z(sl)d(sl)dsl ~sdb, SO gdb _ d%. (8.14)

1d

~—

51 A,
Weiters lautet das statische Moment S, (s) um die y-Achse als Funktion der Laufkoordinate s,
im Steg (von Stelle (0) bis sz), unter Beriicksichtigung des zuvor berechneten statischen Moments

mit Bezug auf die Stelle (1):

Sy(SQ) = 2- Sy@> + ASy(@ — 82)

b
- 2.d5+/z(52)d(32)d32:db2+d/(b—52)d52

S92 52
= db*+d sb—S—% =d (v b—s—%
— 9 2 e +52 2 . (815)

Einsetzen der Ausdriicke (8.12) bis (8.15) in Gleichung (8.4), unter Ausniitzung der Symmetrien,
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ergibt

b/2 b

A S, (s1)* Sy(s2)*

K, = 2-1—5 2-/ yd d51+/ yd dss
0 0
wa 1|7 / 2\’
) s
= 2W& 2/(31bd) d51+/d2 (b2+52b_§2) dSQ ) (816)
0 0

wobei die Integration jeweils {iber die Laufkoordinate s; und sy durchgefiihrt werden muss. Nach
Vereinfachung erhalten wir weiters

b/2

b

9 55

e = s 2-/bzd253d51+/d2 <b4+22+2b382—535> dsa | . (8.17)
0 0

Schliefslich folgt nach Integration und Zusammenfassen:

9 2 25? e 2 (14 Sg 3 2 5% ’
= — |2:b°d"—= d° (b —~ 1} R )
YT RER 3], © ( 2oy TR )0

9 b° d? b° b°
= — P+ =+ —-=
8d2b5{12 i ( T 4)}

_ Y 1+ 1+1+1 1
8|12 20 4

9 1+36 9 113
8112 20| 8 60
339

= - =211875. 8.18
0 = 2 (8.18)

Zur Kontrolle konnen wir feststellen, dass der Schubbeiwert fiir den gegebenen I-Querschnitt, bei
Wahl einer unendlich grofsen Hohe h (ndherungsweise ab h > 40b), gegen den Schubbeiwert fiir
Rechteckquerschnitte k, = 1,2 (Berechung siehe vorangehendes Beispiel) konvergiert, siche Ab-
bildung 8.1. Es ist also festzustellen, dass der Schubbeiwert fiir I-Querschnitte mit zunehmender

Hohe A kleiner wird, da der Einfluss der Flansche vernachléassigbar klein wird.

e
)

0
2

N
o

1.7}

Schubbeiwert &, [-]

Abbildung 8.1: Schubbeiwert x, fiir [-Querschnitte in Abhéngigkeit von h/b
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9. MIKROMECHANIK

In der Mikromechanik werden Materialien auf dem Level ihrer mikroskopischen Bestandteile ana-
lysiert. Das betrachtete Material wird dabei als makrohomogen jedoch mikroheterogen verstanden
und durch ein reprisentatives Volumenelement (RVE) dargestellt. Dieses RVE entspricht einem
Teilvolumen des Korpers, das einerseits ausreichend grofs ist, um alle geometrischen Informationen
iiber die Zusammensetzung des Materials zur Verfiigung zu stellen, und andererseits hinreichend
klein ist, um aus makroskopischer Sicht zu einem Punkt reduziert werden zu kénnen und damit
die Verwendung kontinuumsmechanischer Zusammenhange zuzulassen. Das RVE muss also die
sogenannte , Trennung der Langenskalen“ d < ¢ < L erfiillen, mit der charakteristischen Ab-
messung der Heterogenitéten d, der charakteristischen Abmessung des Volumenelements ¢, sowie
der charakteristischen Langenskala der Belastung oder Geometrie L.

Die Mikrostruktur innerhalb eines RVEs ist in den meisten Féllen jedoch so kompliziert, dass
sie nicht bis ins kleinste Detail beschrieben werden kann. Aus diesem Grund wird das Material
in deutlich unterscheidbare quasi-homogene Bestandteile, sogenannte Materialphasen, aufgeteilt.
Diese Phasen weisen spezifische Materialeigenschaften auf, die teilweise quantifizierbar sind (z.B.
Volumenanteile und elastische Eigenschaften) und teilweise qualitativer Natur sind (z.B. charak-
teristische Form und Orientierung). Auf makroskopischer Ebene anisotrope Materialeigenschaf-
ten konnen folglich durch die Form und Orientierung der Materialphasen bedingt werden, trotz
isotroper Materialeigenschaften der einzelnen Matrialphasen.

Ziel der Mikromechanik ist es, das makroskopische Verhalten des RVEs, und somit des dadurch
reprasentierten Materials, auf Grundlage der bekannten Eigenschaften seiner einzelnen Phasen
vorherzusagen. Dieser Prozess wird als Homogenisierung bezeichnet.

Ist im umgekehrten Fall eine makroskopische Grofe (,M*) bekannt, beispielsweise eine Verzer-
rung €™ oder eine Spannung o™, und man mochte daraus die entsprechende mikroskopische
Groke (,,p) innerhalb der r-ten Phase ermitteln, also die Verzerrung € bzw. die Spannung o*,

bezeichnet man diesen Prozess als Konzentration oder Lokalisierung.

Makroskopische Ebene M homogenisiertes
JRY Verhalten Y
£ 50
— SN = —
= 5 o0 = = ENS
Material- Homogen- e [ [ 2 g Q| L I
phasen isierung Y= 9 g % .
é . .
i
lokales ’
Mikroskopische Ebene Verhalten
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Die wichtigsten Formeln, die im Zuge der Homogenisierung bzw. Konzentration auftreten, werden

im folgenden Abschnitt angefiihrt.

Mittelungsregel

Die makroskopisch homogenen Verzerrungen e™ bzw. Spannungen o™ ergeben sich auf Basis der
Mittelungsregel fir Verzerrungen bzw. Spannungen als rdumliches Mittel der mikroskopischen
Verzerrungen € bzw. Spannungen o, welche innerhalb der im RVE auftretenden Phasen r

T

herrschen, zu:

M= pre 91)

s

M= flot 92)

r

Dabei steht f* fiir den Volumenateil der r-ten Phase, f# = V#/Viyg, wobei Y f# = 1.

Konzentrationsbeziehung

Die mittlere mikroskopische Verzerrung in der r-ten Phase e/ ist tiber den Verzerrungs-
Konzentrationstensor oder Lokalisierungstensor A* mit der makroskopischen Verzerrung eM wie
folgt verkniipft:

el = AF gM (9.3)

Die entsprechende mikroskopische Phasenspannung o# kann unter Verwendung des lokalen kon-
stitutiven Gesetzes ermittelt werden. Fiir linear elastisches Materialverhalten lautet dieses mit
der Phasensteifigkeit CH:

ol =Cl: el (9.4)

Elastizitatshomogenisierungsregel

Die Steifigkeit eines makrohomogenen (jedoch mikroheterogenen) Materials kann auf Grundlage
seiner Phasen r mit den jeweiligen Steifigkeiten C# und Volumenanteilen f# durch Homogenisie-

rung wie folgt ermittelt werden:

CM =" frcr: AL (9.5)

Konzentrationstensor A*

Einschluss

Der zur Homogenisierung bzw. Lokalisierung benotigte Konzentrationsten-
sor A# kann auf Basis eines Matriz- Einschluss-Problems nach Eshelby abge-
schitzt werden. Die einzelnen Phasen r werden als Einschliisse in einer un-

endlichen Matrix mit Steifigkeit C° betrachtet. Die Matrix kann dabei nach

zwel unterschiedlichen Schemata definiert werden:

unendliche Matrix
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e Weist das reale Material eine durchgdngige Phase m auf, von der alle {ibrigen Phasen r
vollsténdig umgeben sind, wird das Mori- Tanaka Schema herangezogen. Dabei wird die
Matrix selbst auch als (eben diese durchgéngige) Phase definiert, mit der entsprechenden

Phasensteifigkeit C' = C* und dem Volumenanteil f0 = f*.

o Weist das reale Material keine durchgdingige Phase auf, sondern die einzelnen Phasen ste-
hen in direkter Interaktion zueinandern, wird das autokohdrente Schema herangezogen.
Dabei wird eine fiktive Matrix definiert, welche die iiber das gesamte RVE homogenisierte
Steifigkeit C° = CM aufweist und keinen Volumenanteil besitzt (f° = 0).

Der Konzentrationstensor A* ist fiir beide Schemata wie folgt definiert:
-1
ar=ax {3 frary (9.6)
mit
AX =[I+P): (CF—-C)! (9.7)

Spezialisierung von A geméfs (9.7) fiir die beiden unterschiedlichen Schemata ergibt:

Mori-Tanaka Schemas: A® =T bzw. AP =[+P: (Cr—-CH)* (9.8)
autokohdrentes Schema: — A% = [I+P%: (Ct — CM)]™! (9.9)

I bezeichnet dabei den Einheitstensor vierter Stufe mit den Komponenten /;;5,; = %(@;ﬁjl +0udik),

wobei §;; = 1 fiir ¢ = j und ¢;; = 0 in allen anderen Fillen (Kronecker Delta).

PY bezeichnet den sogenannten Morphologietensor der r-ten
Phase, welcher von der Form und der Orientierung des Ein-
schlusses r sowie von der Steifigkeit der umgebenden Matrix
C° abhéngig ist: P = P(w, s, 6, ¢, C°).

Die Orientierung des Einschlusses wird dabei durch die bei-
den Winkel € und ¢ definiert. Die Form des Einschlusses wird

durch das Seitenverhaltnis w = Z—Z und die Schlankheit s = Z—f

beschrieben:
- elliptischer Einschluss: ag, a,, a, = beliebig
- zylindrischer Einschluss: w =1,5 =10

- kugelformiger Einschluss: w =1,s5 =1

Eine analytische Losung des Morphologietensors existiert nur fiir einfache Matrix-Einschluss-
Probleme. Im Anhang D sind die Losungen fiir die folgenden vier Félle angefiihrt:

- IP’iiﬁ: zylindrischer Einschluss (mit Orientierung €, ) in einer isotropen Matrix

V4

- PL": zylindrischer Einschluss (entlang z3-Achse orientiert) in einer transversal isotropen Matrix

- Piszoh: kugelférmiger Einschluss in einer isotropen Matrix
- IP’;;?I“S: kugelformiger Einschluss in einer transversal isotropen Matrix
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Anwendung des Mori-Tanaka Schemas: Faserverbundwerkstoff

Gegeben ist eine mikromechanische Darstellung von einem Faserverbundwerkstoff. Da die Fasern
im Material vollstdndig in eine Matrix eingebettet sind, wird das Mori-Tanaka Schema heran-
gezogen. Im folgenden Beispiel wird von einem glasfaserverstiarkten Epoxidharz (Index GFK)
ausgegangen. Die beiden Bestandteile Glas (Index glas) und Epoxidharz (Index harz) weisen
elastische Eigenschaften laut Tabelle 9.1 auf. Die Volumenanteile der beiden Phasen ;as bzw.

fr . konnen in Abbildung 9.1 abgelesen werden.

Langglasfaser T, Ty
©— 0.6 g
glas ) =
d =~ 50 pm = T3
(e}
Epoxidharzmatrix 39
jﬁ;rz = 0’4

Abbildung 9.1: RVE eines glasfaserverstiarkten Epoxidharzes nach dem Mori-Tanaka Schema

Phase Elastizitéts- Schubmodul | Kompressions- | Material- | Form

modul E [GPa| | G [GPa| modul K [GPa] | verhalten
Glas Egiqs = 70,0 Gglas = 28,7 Kglas = 41,6 isotrop zylindrischer Einschluss
Epoxidharz | Eper, = 3,4 Ghar> = 1,2 Knor, = 6,8 isotrop Matrix

Tabelle 9.1: Eigenschaften der auftretenden Phasen: Glas und Epoxidharz

Gesucht ist der Steifigkeitstensor C¥pj des Faserverbundwerkstoffes.

1. Berechnung der Steifigkeitstensoren der Phasen:

Der Steifigkeitstensor einer Phase r mit isotropem Materialverhalten, ergibt sich zu
Ct=3K, " +2G, 1%, (9.10)

Dabei steht I fiir den volumetrischen Anteil des Einheitstensors vierter Stufe mit den Kompo-

nenten [ ;ﬁll = % 0ij 05y und I fiir den deviatorischen Anteil des Einheitstensors mit I%? = [—Iv%.

% Einheitstensor 4. Stufe

I=(100000; 01 0000; 001000; 000100; 000010; 00000 1]; %[]

% Volumetrischer Anteil

% Deviatorischer Anteil

I_dev=I-I_vol; %[-]

I_vol=(1/3 1/3 1/3 00 0; 1/3 1/3 1/3 00 0; 1/3 1/31/3000; 000O0O0O0; 00O0O0O0O0; 00O0O0O0O0];|E%

$%%Epoxidharz-Matrix
$Volumenanteil
f_harz=0.4; $[-]
$Kompressionsmodul
K_harz=6.8; % [GPa]
%Schubmodul
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G_harz=1.2; %[GPa]
%$Berechnung des Steifigkeitstensors

C_harz=3+«K_harz+I_vol+2+G_harz+I_dev; %[GPa]

$%%Glasfaser

$Volumenanteil

f_glas=0.6; %[-]

$Kompressionsmodul

K_glas=41.6; %[GPal]

%Schubmodul

G_glas=28.7; %[GPal

$Berechnung des Steifigkeitstensors

C_glas=3*K_glas*I_vol+2xG_glas+I_dev; %[GPa]

Daraus folgt:

[ 84 60 60 0 0 0 | [ 799 225 225 0 o 0 |
60 84 60 0 0 0 225 799 225 0 0 0
60 60 84 0 0 0 9225 225 799 0 0 0
ct =" 7 GPa, C! = ’ ’ ’ GPa
harz 0 0 0 24 0 0 '’ Tglas 0O 0 0 574 0 0
0O 0 0 0 24 0 0O 0 0 0 574 0
0O 0 0 0 0 24 O 0 0 0 0 574
L dei,ez.e3 L deiezes
(9.11)

2. Berechnung der Konzentrationstensoren:

Zur Berechnung der Konzentrationstensoren muss im ersten Schritt der Morphologietensor fiir
alle in Form von Einschliissen auftretenden Phasen definiert werden. Im vorliegenden Beispiel
treten zylindrische Einschliisse in einer isotropen Matrix auf. Die Einschliisse sind entlang der x3-
Achse orientiert (§ = ¢ = 0). Es wird also der Morphologietensor P} geméf (D.1) herangezogen

und fiir die Vorhandene Matrixsteifigkeit C) _ und die Winkel § = ¢ = 0 ausgewertet.

harz

function[P_E]=P_iso_zyl_rot (C0O,theta,phi)
$INPUT: CO - Steifigkeitstensor der umgebenden isotropen Matrix, theta, phi - Orientierung
%$OUTPUT: P_E - Morphologietensor eines zylindrischen Einschlusses E (mit Orientierung theta, phi)

%in einer isotropen Matrix

%$Definition des Morphologietensors
%Glasfaser: zylinderischer Einschluss in isotroper Matrix

P_glas=P_iso_zyl_rot(C_harz,0,0) $[1/GPa]

Die Berechnung der Konzentrationstensoren erfolgt fiir das vorliegende Mori-Tanka Schema ge-
méfs den Gleichungen (9.6) und (9.8):

-1
Aharz - ha?"z : {fharz harz + ;las ;?as}
) . (9.12)
Aglas = Bylas : {fharz harz + glas glas}
mit
arz — =1
Z (9.13)

glas - [H + Plzsyol(charz) (Cglas Charz)]
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%$Berechnung von A_inf
A_inf_harz=I; %[-]

A_inf_glas=inv (I+P_glas* (C_glas-C_harz)); %[-]

%$Berechnung der Konzentrationstensoren
A_harz=A_inf_harz/ (f_harz+A_inf_harz+f_glasxA_inf_glas); %[-]
A_glas=A_inf_glas/ (f_harz+A_inf_harz+f_glasxA_inf_glas); %[-]

3. Homogenisierung der Steifigkeitstensoren:
Der Steifigkeitstensor des Faserverbundwerkstoffes wird durch Homogenisierung der Steifigkeits-

tensoren seiner beiden Phasen geméf Gleichung (9.5) ermittelt:

(ClgFK = ffl:arz CZarz : AZarz + ;las Cglas : AZlas (914)
%$Berechnung des homogenisierten Steifigkeitstensors
C_GFK=f_harz+C_harz+A_harz+f_glas+C_glas*A_glas; $%$[GPa]
Daraus ergibt sich:
196 11,9 92 0 0 0
119 196 92 0 0 O
92 92 488 0 0 O
Clrr=1 " ’ ’ GPa 9.15
GrK 0 0 0 83 0 0 (9.15)
0 0 0 0 83 0
0 0 0 o 0 7.7
L d ej,ez,e3

Man erkennt, dass aus dem Gefiige der beiden isotropen Phasenmaterialien ein transversal iso-
troper Verbundwerkstoff entsteht, welcher in Richtung der Fasern einen deutlich héheren Elasti-
zitdtsmodul aufweist:

1
Dg/IFK,llll a 0,083

E11 = E22 = = 12,07 GPa (916)

1

Dg/[FK,3333 0’023

— 43,40GPa, (9.17)

wobei gilt DM = (CM)~1,

%$Berechnung des Nachgiebigkeitstensors
D_GFK=inv (C_GFK); %[1/GPa]

%$Berechnung der Elastizitaetsmoduli
E_11=1/D_GFK(1,1); %I[GPal
E_33=1/D_GFK(3,3); %[GPal
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Gesucht ist die Verdnderung der Grofe der richtungsabhéngigen Elastizitdtsmoduli Fyq, Fao

und Fj33, wenn man den Volumenanteil der Fasern variiert.

I
glas

Die Steifigkeitstensoren der Phasen C} ~ und (Cglas, sowie A* sind unabhéngig von den Volu-
menanteilen. Die Konzentrationstensoren A und somit auch der homogenisierte Steifigkeitstensor
CM.; werden jedoch von den Volumenanteilen beeinflusst. Um diesen Einfluss untersuchen zu
kénnen, miissen also die Berechnungen (9.12)-(9.17) mit variierten Volumenanteilen mehrmals
wiederholt werden.

Diese Aufgabe wird mithilfe von MATLAB gelost: Es wird eine for Schleife programmiert, wel-
che eine systematische Wiederholung von Befehlen iiber einen zu Beginn definierten Wertebereich

ausfithrt. In diesem Beispiel wird bei jedem Durchlauf der Schleife der Volumenanteil der Fasern

gesteigert und die entsprechenden Elastizitdtsmoduli berechnet.

i=0; %Der Schleifenindex i wird mit 0 initialisiert und steigt bei jedem Durchlauf um 1 an

for f_glas=0:0.01:1 $[-1]
% f_glas=Anfangswert:Inkrement:Endwert

% Der Wertebereich von f_glas beginnt bei 0

% steigt in jedem Durchlauf um 0.01 an

% und endet bei 1

$Erhoehung des Schleifenindex um 1

i=it+l; %[-]

$Berechnung des entsprechenden Volumenanteils der Matrix

f_harz=1-f_glas; %[-]

%$Berechnung der Konzentrationstensoren
A_harz=A_inf_harz/ (f_harz+A_inf_harz+f_ glasxA_inf_glas); %$[-]

A_glas=A_inf_glas/ (f_harz+A_inf_harz+f_ glasxA_inf_glas); %$[-]

%$Berechnung des homogenisierten Steifigkeitstensors

C_GFK=f_harz+C_harz+A_harz+f_glasxC_glas*A_glas; %[GPa]

%$Berechnung der Elastizitaetsmoduli
D_GFK=inv (C_GFK); %[1/GPa]
E_11=1/D_GFK(1,1); %[GPa]
E_33=1/D_GFK(3,3); %[GPa]

%$Am Ende von jedem Durchlauf werden die entsprechenden Werte fuer f_F, E_11 und E_33
%$in einem Zeilenvektor in der Spalte i abgespeichert

E_1l_var(l,i)=E_11; %[GPa]

E_33_var(l,1)=E_33; %[GPa]

f_glas_var(l,i)=f_glas; $[-1]

end
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Um den Einfluss des Faseranteils auf die Elastizitdtsmoduli zu veranschaulichen, werden die

Ergebnisse der programmierten Schleife in einer Grafik dargstellt:

figure %oeffnet ein Grafikfenster

plot (f_glas_var,E_11_var,'--','Color', 'k', '"linewidth',2) %$erzeugt den Verlauf von E_11
hold on %ermoeglicht das Hinzufuegen von weiteren Verlaeufen im gleichen Grafikfenster
plot (f_glas_var,E_33_var,'-','Color', 'k', 'linewidth',2) %erzeugt den Verlauf von E_33

grid on %fuegt einen Achsenraster hinzu

$Beschriftung der Achsen

xlabel ('Volumenanteil der Glasfasern f_{glas} [-]', 'FontSize', 14, 'FontName',K 'Times');
ylabel ('Elastizitatsmodul E [GPa]', 'FontSize', 14, 'FontName', 'Times');

%$Legende

h=legend('E_{11} = E_{22}',"'E_{33}', '"location', '"Northwest");

set (h, 'FontSize', 14, 'FontName', 'Times');

ax=gca;

set (gca, 'FontSize', 14)

(@)
o

w
(en)

Elastizitatsmodul E [GPa)
S 5

—_
o

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Volumenanteil der Glasfasern ;las -]

Abbildung 9.2: Verdnderung der Elastizitdtsmoduli in Abhéngigkeit des Faseranteils

Man erkennt, dass im Fall von purem Epoxidharz ( = 0) bzw. purem Glas (

"
glas

:1)

"
glas

die Richtungsabhingigkeit des Elastizitdtsmoduls verschwindet (Fj; = FEs = Fs3) und der

Wert jenem des jeweiligen isotropen Phasenmaterials (Epqr. = 3,4 GPa bzw. Ey,, = 70 GPa)

entspricht. Wihrend Fs3 linear mit dem Faseranteil zunimmt, erfahren Ej; und FEoy erst bei

einem Faseranteil {iber 80% einen starken Anstieg.
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Anwendung des autokohirenten Schemas: Kollagenfaser

Gegeben ist eine mikromechanische Darstellung von einer hydrierten Kollagenfaser in Form eines
Zwei-Stufen Homogenisierungsschemas (siche Abbildung 9.3). Die beiden RVE Stufen représen-
tieren eine Kollagenfaser (Index fas) bzw. eine Kollagenfibrille (Index fib) und sind jeweils durch
ein autokohdrentes Schema beschrieben. Die beiden Hauptbestandteile Wasser (Index H>O) und
molekulares Kollagen (Index kol) weisen elastische Eigenschaften laut Tabelle 9.2 auf. Die Vo-
lumenanteile sind vom Wasser-Kollagen-Massenverhéltnis abhéngig; wir wéhlen sie in diesem

Beispiel wie folgt:
[0 =045 flf, =055 und fI5° =070 ff =030 (9.18)

f7% steht dabei fiir die Volumenanteile innerhalb der Kollagenfibrille (RVE 1) und f7/¢ fiir die
Volumenanteile innerhalb der Kollagenfaser (RVE 2).

RVE 1: Fibrille RVE 2: Faser

autokohérente Matrix autokohérente Matrix

I, T2

€T3

Lyip = 500 nm
ffus ~5 pm

Wasser Kollagenmolekiil Kollagenfibrille Wasser
fib fib fas fas
Tmo Jial ffib fa,0

Abbildung 9.3: Zwei-Stufen Homogenisierungsschema einer hydrierten Kollagenfaser

RVE Phase Schubmodul | Kompressions- | Material- Form
G |GPa] modul K [GPa] | verhalten
RVE 1 mol. Kollagen | Ggo = 1,35 Ko = 3,51 isotrop zylindrischer Einschluss
Wasser Go,o=0 Kr,0 =2,30 isotrop kugelformiger Einschluss
RVE 2 Wasser Go,o=0 K,0 =2,30 isotrop zylindrischer Einschluss
Fibrille richtungsabh. | richtungsabh. trans. isotrop | zylindrischer Einschluss

Tabelle 9.2: Eigenschaften der auftretenden Phasen

Gesucht ist der Steifigkeitstensor der Kollagenfaser (Cl}/és .

Um den Steifigkeitstensor der Kollagenfaser (Cl}/és berechnen zu kénnen, miissen die Steifigkeits-
tensoren aller auftretenden Phasen bekannt sein. Im ersten Schritt muss also das RVE 1, welches
die Fibrille représentiert, homogenisiert werden. Im Anschluss kann der dabei ermittelte Steifig-

keitstensor der Fibrille C%b genutzt werden, um die Eigenschaften der Faser zu homogenisieren.
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A. HOMOGENISIERUNGSSTUFE 1: FIBRILLE

1. Berechnung der Steifigkeitstensoren der Phasen

Analog zum vorangehenden Beispiel werden die Steifigkeitstensoren der mikroskopischen Phasen
in RVE 1 geméf Gleichung (9.10) berechnet. Daraus folgt:

me
(Ck:ol _

[ 531 261 261 0 0 0 23 23 23 0 0 0
2,61 5,31 2,61 0 0 0 23 23 23 0 0 O
2,61 2.61 5,31 0 0 0 23 23 23 0 0 O

b b b ;,[/ _ b b b

GPa (CHQO = GPa (9.19)
0 0 0 2,70 0 0 0 0 0O 0 0 O
0 0 0 0 2,70 0 0 0 0O 0 0 O
0 0 0 0 0 2,70 0 0 0 0 0 O
dereses L deezes

2. Berechnung des homogenisierten Steifigkeitstensors:

Da in diesem Beispiel ein autokohdrentes Schema vorliegt, ist die Steifigkeit der Matrix, welche

fiir die Berechnung der Morphologietensoren und der Konzentrationstensoren benotigt wird, nicht

von vornherein bekannt, sondern entspricht genau jener Steifigkeit C} tip die wir berechnen wol-

len. Aus diesem Grund muss eine iterative Berechnung mit Iterationsschritten (i) durchgefiihrt

werden:

1. Annahme eines beliebigen Startwerts fiir die Matrixsteifigkeit (z.B. C; fzb Stm =Ci)

2. Berechnung der homogenisierten Steifigkeit cM

(a)

(c)

M(3)
flb ey, auf Basis von C Fib.start

Im ersten Schritt muss wieder der Morphologietensor fiir alle in Form von Einschliissen
auftretenden Phasen definiert werden. Die beiden isotropen Phasen werden im Gefiige
ein transversal isotropes Materialverhalten aufweisen. Daher werden die Morphologie-
tensoren geméf (D.4) und (D.8)-(D.12) wie folgt definiert:

- Wasser: IP’tranS(CM(i) ) - kugelférmiger Einschluss in transversal isotroper Matrix

sph fib,start
- Kollagen: P;ﬁns(@%fltart) - zylindrischer Einschluss in transversal isotroper Matrix

Berechnung der Konzentrationstensoren geméfs (9.6) und (9.9)

. -1
fib(z) b oo zb
AHQO - {fIJ;QO HZO _'_ flgol kol }
o (9.20)
fib(4) ib oo zb
Akol kol . {ff HQO + fk{ol kol }
mit
oo(1 rans M(i M(4 —
AH(o = [+ Pgi (szlg start) © (Chyo — Cfié,ltart)] ! (9.21)
o rans M Z M Z — :
A% = L+ P (Chithare) © (Chot = Chipagare)] ™
Homogenisierung der Steifigkeitstensoren geméfs (9.5)
ib fib(e ib fib(4)
fzb neu fIJ;QO Ch,o : AHQ(O + [l Chor : A" (9.22)
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H %g?@eu_(:%g)smrt”
IC e

fibneu

3. Berechnung des Fehlers ' =

4. Kontrolle:

(a) F' < Toleranz: Die Annahme war korrekt und entspricht der tatsdchlichen Matrix-
steifigkeit: C}j, = MO MO

fibneu fib,start

(b) F' > Toleranz: Eine neue Annahme muss getroffen werden und dient als neuer Start-

wert fiir die Berechnung: C fzbﬁi)rt = (C%gzneu + C%ézsmrt) /2

Die Schritte 2-4 werden wiederholt bis der Fehler unter der Toleranzgrenze liegt

Die iterative Berechnung wird mithilfe von MATLAB gelost: Es wird eine while Schleife pro-
grammiert, welche eine systematische Wiederholung von Befehlen ausfiihrt solange eine bestimm-
te Bedingung (nicht) erfiillt ist. In diesem Beispiel wird in jedem Durchlauf der Schleife eine
verbesserte Niaherung an den Steifigkeitstensor C! fip berechnet, solange bis der auftretende Fehler

F unter der Toleranzgrenze liegt.

f_H20=0.55; K_H20=2.3; G_H20=0; C_H20=3+K_H20+I_vol+2xG_H20+I_dev;

%$%%Kollagen

f_kol=0.45; K_kol=3.51; G_kol=1.35; C_kol=3xK_kol*I_vol+2+G_kol*I_dev;

C_fib_start=C_kol; %[GPa] %Startwert festlegen

F=1; $[-1%Der Fehler wird mit 1 initialisiert und am Ende von jedem Durchlauf neu berechnet

while F>0.00001 %[-] %die Schleife wird wiederholt solange der Fehler ueber der Toleranzgrenze liegt

%$Berechnung der Morphologietensoren
P_H20=P_transiso_sph(C_fib_start); %$[1/GPa]
P_kol=P_transiso_zyl (C_fib_start); %$[1/GPa]

$Berechnung der Konzentrationstensoren

A_inf H20=inv (I+P_H20x (C_H20-C_fib_start)); %[-]

A_inf kol=inv (I+P_kolx (C_kol-C_fib_start)); %[-]
A_H20=A_inf_H20/ (f_H20*A_inf_ H20+f_kolxA_inf_kol); %[-]
A_kol=A_inf_kol/ (f_H20+A_inf_ H20+f_kolxA_inf_kol); %[-]

$Berechnung des homogenisierten Steifigkeitstensors

C_fib_neu=f_H20+«C_H20+«A_H20+f_kolxC_kol*A_kol; %[GPa]

%$Berechnung des Fehlers

F=norm(C_fib_neu-C_fib_start) /norm(C_fib_neu); %[-]

$Neudefinition des Startwerts fuer den naechsten Iterationsschritt
C_fib_start=(C_fib_neu+C_fib_start)/2; %[GPa]

end

%$Sobald die while Schleife verlassen wird, entspricht C_fib_neu der tatsaechlichen Steifigkeit

C_fib=C_fib_neu; %[GPa]
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Dabei ergibt sich:

2,83 2,74 257 0 0 0

2,74 283 257 0 0 0

2,57 257 3,15 0 0 0

Chy = GPa (9.23)

0 0 0 011 0 0

0 0 0 0 017 0

0 0 0 0 0 0,09

L -1 ej,ez,e3

B. HOMOGENISIERUNGSSTUFE 2: FASER

Die Berechnungen der Homogenisierungsstufe 2 verlaufen analog zu jenen in Stufe 1 und werden
daher nur in verkiirzter Form angeschrieben.

1. Berechnung der Steifigkeitstensoren der Phasen

Wiéhrend der zuvor homogenisierte Steifigkeitstensor auf dem Fibrillen-Level als makroskopisch
angesehen wird, entspricht er nun auf dem dariiberliegenden Faser-Level einer mikroskopischen

Phasensteifigkeit (CMEVE L = CHRVE2) Die Steifigkeitstensoren der Phasen folgen also zu:

[ 23 23 23 0 0 0| [ 983 274 257 0 0 0 |
23 23 23 0 0 O 2,74 283 257 0 0 0
23 23 23 0 0 O 2,67 2,57 3,15 0 0
Ct = ’ ' ’ GPa Cf, = ’ ’ ’ GPa (9.24
H20 0O 0 0 000 fib O 0 0 011 0 0 (9-24)
0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 017 0
0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0,09
L < ej,ez,e3 L - ej,ez,e3
2. Iterative Berechnung des homogenisierten Steifigkeitstensors:
1. Annahme eines beliebigen Startwerts fiir die Matrixsteifigkeit (z.B. ch fas start = (C’;w)

2. Berechnung der homogenisierten Steifigkeit C MO auf Basis von CH

fas,neu fas,start

(a) Beide Phasen haben dieselbe Form und somit denselben Morphologietensor:

Pgﬁns((?%(j’)stm) - zylindrischer Einschluss in transversal isotroper Matrix

(b) Berechnung der Konzentrationstensoren geméfs (9.6) und (9.9)

Afas(z o oo fas A fas -1
H0 = [0 H20+ffzb fzb

» (9.25)
fas(i oo as oo as
Afzb( = fzb : {ff H20+ffzb fib }
it sofi) _ [y ptrans (MG) |
AH o~ [I[ + ]PZI;IHS(Cfas start) ((CMHQO - Cfats start)]_ (9 26)
oo rans M(z M(z — ’
Aleg ) [I[ + ]P);yl (Cfa(s)start) (Cyzb (Cfa(s,)start)] !
(c) Homogenisierung der Steifigkeitstensoren geméfs (9.5)

as fas(i as fas(i

fas neu ff HQO AHQO( + ffzb Cl;zb Afzb ) (927)

3. und 4. analog zu Homogenisierungsstufe 1
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$%%Wasser

f_H20=0.30; C_H20;

$%%Fibrille

f_fib=0.70; C_fib;

$%%Iterative Berechnung

C_fas_start=C_fib; %[GPa]%Startwert festlegen
F=1; %[-] %Der Fehler wird mit 1 initialisiert und am Ende von jedem Durchlauf neu berechnet
while F>0.00001 %[-] %die Schleife wird wiederholt solange der Fehler ueber der Toleranzgrenze liegt

$Berechnung des Morphologietensors

P=P_transiso_zyl(C_fas_start); $[1/GPa]

%$Berechnung der Konzentrationstensoren

A_inf H20=inv (I+P« (C_H20-C_fas_start)); %[-]
A_inf_ fib=inv (I+P« (C_fib-C_fas_start)); %[-]

A_H20=A_inf H20+inv (f_H20+A_inf H20+f_fib*A_inf fib); $[-]
A_fib=A_inf fibsinv (f_H20+A_inf H20+f_fib*A_inf fib); $[-]

%$Berechnung des homogenisierten Steifigkeitstensors

C_fas_neu=f_ H20#C_H20+A_H20+f_fib*C_fib«A_fib; %[GPa]

%$Berechnung des Fehlers

F=norm(C_fas_neu-C_fas_start) /norm(C_fas_neu); %[-]

$Neudefinition des Startwerts fuer den naechsten Iterationsschritt
C_fas_start=(C_fas_neu+C_fas_start)/2; %[GPa]

end

$Sobald die while Schleife verlassen wird, entspricht C_fas_neu der tatsaechlichen Steifigkeit

C_fas=C_fas_neu;

Dabei ergibt sich:

[ 264 260 248 O
260 2,64 248 0
248 248 289 0
0 0 0 004
0O 0 0 0 0
0 0 0 0

- - e1,e2,e3

Chs = GPa (9.28)

O 0 © ©o o o
T~

o

- O o ©o o o

&
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Gesucht ist die Grofke der Spannung im Kollagenmolekiil, wenn auf der gesamten Kollagenfaser

eine einaxiale Zugspannung von 100 GPa in x3-Richtung aufgebracht wird.

Zur Bestimmung der Spannung im Kollagenmolekiil o7 , werden die Gleichungen (9.3) und (9.4)
angewandt, um die makroskopische Spannung 0'%3 = 100 e3 ® e3 GPa zuerst auf die Ebene der
Fibrille und anschliefend auf jene des molekularen Kollagens zu skalieren.

Da der Konzentrationstensor A nur die Lokalisierung von Verzerrungen ermoglicht, wird im ersten
Schritt die makroskopische Spannung bei Zugrundlegung von linear elastischem Materialverhalten

in die entsprechende makroskopische Verzerrung
s = (CH) " ol (9.29)

umgerechnet. Im néchsten Schritt wird diese Verzerrung auf das Level der Fibrille skaliert:

ehy = ALy < €l (9.30)
Anschliefsend erfolgt dann die Lokalisierung innerhalb der Fibrille auf das Kollagenmolekiil:

ib

Ehol = Aioz : 57% (9.31)
Im letzten Schritt wird die Verzerrung des Kollagenmolekiils wieder in eine Spannung

O-ZOZ = ClL/:ol : EZOZ (932)

umgerechnet. Kombination der Gleichungen (9.29) bis (9.32) fithrt zu

oo i pJib g Sas | M \—-1. M
O ot = Choy t Mgy - Afz‘b : (Cfas) 20 fas (9.33)
%$makroskopische Belastung
Sigma=[0;0;100;0;0;0]; %$[GPa] %Kelvin-Mandel Vektor Schreibweise

%$Berechnung der Belastung im Kollagenmolekuel

sigma_kol=C_kolxA_kolxA_fibxinv (C_fas)*Sigma; %[GPal]

Dabei ergibt sich:
—86 0 0
ol = 0 -86 0 GPa (9.34)
0 0 3089

€1,e2,e3
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A. RAUMLICHER SPANNUNGSZUSTAND

T32
022
T12

, D —
s (D]

/e,

Abbildung A.1: Materieller Punkt und Komponenten des CAUCHYschen Spannungstensors be-

ziiglich der Basis e, e; und ej

Allgemeines

Die Berechnung von Hauptnormalspannungen ist im Zusammenhang mit der Anwendung von
Festigkeitskriterien, d. h. der Einschéatzung des Fliek- bzw. Versagenseintritts bei Zugrundelegen
eines allgemeinen, rdumlichen Spannungszustandes, von grofer Bedeutung. Auch zur Durchfiih-
rung von numerischen Berechnungen auf der Basis von anspruchsvollen Materialmodellen, deren
Formulierung sich auf Hauptnormalspannungsrichtungen bezieht, ist die Ermittlung von Haupt-
normalspannungen von zentraler Bedeutung. FE-Programme stellen dem Benutzer in diesem
Zusammenhang Spannungstensoren mit Bezug auf lokale Koordinatensysteme zur Verfiigung.
Das folgende Beispiel soll IThnen die theoretischen Grundlagen zur Ermittlung von Hauptnor-
malspannungen und deren Wirkungsrichtungen soweit verdeutlichen, dass Sie in der Lage sind,
eine Subroutine zu programmieren, die zur Ermittlung von Hauptnormalspannungen und deren

Wirkungsrichtungen dient.

ad (a): Hauptnormalspannungen

Ebenen, in denen Hauptnormalspannungen auftreten, sind frei von Schubspannungen. Daher
lasst sich die Suche nach den Hauptnormalspannungen auf die Suche nach Ebenen zuriickfithren,
in denen die Schubspannungen verschwinden. Die Schubspannungen verschwinden, wenn der
Normalenvektor n einer Ebene und der Traktionsvektor T(n), der sich auf diese Ebene bezieht,
parallel sind — vergleiche Abbildung A.2(b).

Im Falle der angesprochenen Parallelitdt von n und T(n) gilt

Tn) =0 n,=o;n,, j=1111II (A1)
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Abbildung A.2: (a) Traktionsvektor in einer beliebigen Ebene,

(b) Traktionsvektor in einer Hauptspannungsebene

wobei 0; bzw. n; die Betrdge bzw. die Richtungen der Hauptnormalspannungen bezeichnen.
Die Hauptnormalspannungen (o;, o7, oyr7) sind die Losungen eines Eigenwertproblems, wobei

die Figenwerte o bestimmt werden durch die Losungen der Gleichung;:
det(c—0c1)=0 (A.2)

Gleichung (A.2) fiihrt auf die sogenannte charakteristische Gleichung des Eigenwertproblems;

einer kubischen Gleichung in o:

—d+I[{o*—Io+15=0 || (A.3)

Die Losungen der Gleichung (A.3) sind die gesuchten Hauptnormalspannungen. Sie kennzeichnen
den physikalischen Spannungszustand im betrachteten Kérperpunkt. Die Hauptnormalspannun-
gen konnen somit nicht von jenem Koordinatensystem abhéngen, das zur Beschreibung des Pro-
blems gewahlt wurde. Daraus folgt, dass die Koeffizienten 17, I§ und I der charakteristischen
Gleichung (A.3) ebenfalls unabhéngig vom gewéihlten Koordinatensystem sein miissen. I, 1§

und /§ sind somit Invariante des Spannungszustandes. Geméfs Gleichung (A.3) ergeben sie sich

VAR
I7 = o011+ 092 + 033,
022 023 011 013 011 012
]20 = + )
032 033 031 033 021 022

011 O12 013
(e N
I3 - 021 O922 093

031 032 033
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Einschub: Lésung charakteristischer Gleichungen mit CARDANOs Formeln

Bei der Ermittlung von Hauptnormalverzerrungen bzw. -spannungen ist folgende charakteristi-
sche Gleichung zu l6sen:

—o+Lo*—Lo+13=0, (A.5)
wobei I;, I, und I3 die Invarianten des Verzerrungs- bzw. Spannungstensors bezeichnen, und o
fiir die gesuchten Eigenwerte steht. Nach Division der Gleichung (A.5) durch (—1) und durch
Abspalten des hydrostatischen Verzerrungs- bzw. Spannungsanteils, I;/3, mit Hilfe der Substi-

tution ,
O=0y+0p OD.er.errerrr — Oererrerrr — 51 (A6)
N~
kann die charakteristische Gleichung
(UD,i +UH)3 — Il (UD,i +UH)2 +IQ (UD,i +O'H) — ]3 = 0 (A?)

mit Hilfe der Invarianten des Verzerrungs- bzw. Spannungsdeviators, das sind die Grofen Jy, Jo

und J3, wie folgt dargestellt werden

2 212 » B LI
1-0p,+ [ — L] -0p,; + {31—?1+12} cop;+ {2—17—§1+ 23 L L] =0 (A.8)
‘7%,2‘ —Joop;i—J3=0, (A.9)

wobei J; = 0 berticksichtigt wurde. J, und J; kénnen mit Hilfe der Invarianten des Verzerrungs-
bzw. Spannungstensors berechnet werden:

(I,)? L, 2()3

— -1 Jy=13 — — 4+ ———. A.10
3 A T (A.10)
Zur Losung der Gleichung (A.9) wird die Hilfsgrofe 7 eingefiihrt und der Lode-Winkel 9 berech-

net:

J2:

Jo 1

n=1/—=, Y = — arccos s : (A.11)
3 3 2n3

wobei ¥ im Bogenmafl darzustellen ist. Die drei Losungen fiir op; lauten:
op@ = 2n cos(V),
ope = 21 cos(¥+4240°) = 21 cos(V+47/3), (A.12)
op@ = 2ncos(¥+120°) =27 cos(V¥ +27/3).

Riicksubstitution, d.h. Addition des hydrostatischen Verzerrungs- bzw. Spannungsanteils, fiihrt

auf die drei gesuchten Losungen fiir o:

I
o = O-D®+§7
L

o = op@+ 3, (A.13)
L
orrr — O'D@—Fg.

INGENIEURMECHANIK — UBUNGEN




ad (b): Richtung der Hauptnormalspannungen

Aus Gleichung (A.1) folgt das Eigenwert-/Eigenvektorproblem:
o-nj—o;n =0, j=1I11I1II. (A.14)
In Komponentenschreibweise lautet Gleichung (A.14):
i1 N1+ 0ionjo +oiznjs—o;ng; =0, (A.15)

wobei n; die Figenvektoren des Spannungstensors zu den jeweiligen Eigenwerten o; sind. Diese
Eigenvektoren entsprechen — physikalisch interpretiert — den Hauptnormalspannungsrichtungen.

Berticksichtigung von n; = d;1 ny + di2 1o + d;3 n3 (mit 0;; = 1 und fiir @ # j: §;; = 0) ergibt:
O Ny + Oio o+ o3z — 0 (61 ny1 + dpnjo + Giznyz) = 0. (A.16)

Herausheben von n; 1, n;2 und n; 3 fithrt auf ein homogenes Gleichungssystem in der Form:
(0i1 — 0 0i) nj1+ (0i2 — 0j 0i2) nj2 + (043 — 0 4i3) njs = 0. (A.17)

Jedem der drei Eigenwerte o; mit j = [,II,11I (berechnet gem. Gleichung (A.3)) in Glei-
chung (A.17), ist ein bestimmter Richtungsvektor n; = e; (normierter Eigenvektor des Eigenwert-

/Eigenvektorproblems) zugeordnet. Es gilt:

e = | e . j=1I1IIII. (A.18)

€; 3
J
’ €1,e2,e3

Diese Richtungsvektoren beschreiben die Hauptnormalspannungsrichtungen des Spannungszu-

standes. Sie sind die Eigenvektoren des Spannungstensors. Zu deren Berechnung wird Glei-

chung (A.17) komponentenweise angeschrieben:

(I) (011 —0j5)ejq + 012 €52 + 013 €53 = 0,
(II) 091 €j71 + (0'22 — O'j) €j72 —+ 0923 €j73 = 0 , (Alg)
(III) 031 €51 + 032 €52 -+ (0'33 — O'j) €3 = 0.

Nur zwei dieser drei Gleichungen sind linear unabhéngig. Da e; Einheitsvektoren sind, gilt
(IV) (e50)” + (e52)" + (e5)" = 1. (A.20)

Zur Losung des Problems werden z.B. die Gleichungen (I), (II), (IV) verwendet; die von den Glei-
chungen (I) und (II) linear abhéngige Gleichung (III) wird zur Kontrolle herangezogen. Es werden

zwei Losungswege fiir die Berechnung der Richtungen der Hauptnormalspannungen vorgestellt.
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ad (c): Berechnung des Traktionsvektors

Wir gehen von den soeben ermittelten Hauptnormalspannungen und -richtungen aus, d.h. wir

beziehen uns in diesem Unterabschnitt auf das Basissystem ey, e, errr

(siche Abbildung A.3).

Abbildung A.3: Normal- und Schubspannungskomponente des Traktionsvektors T(n)

Dementsprechend sind auch alle angegebenen Komponenten, Komponenten beziiglich dieses Ba-
sissystems. Gesucht sind die Normalspannungskomponente und die Schubspannungskomponente
des Traktionsvektors.

Durch Projektion von T auf n erhélt man die gesuchte Normalspannung, unter Beriicksichtigung

der Cauchyschen Formel T(n) = o - n:
c=n-Tn)=n-0-n=o0;n%+ons +ourni;. (A.21)

Die gesuchte Schubspannung erhélt man durch Zerlegung des Traktionsvektors T'(n) in die Nor-
malspannung o und die Schubspannung 7 mit Hilfe des Lehrsatzes von PYTHAGORAS (siehe
Abbildung A.3),

7 = |T(n)|* - 2. (A.22)

Anwendung von (A.22) ergibt:

7% = |T(n)|2 —0? = (o1 n1)2 + (o1 n11)2 + (o111 nIH)2 — (o7 n? + o5 n?; + o1 N?U)z . (A.23)

Alternativ kann die Schubspannung durch Projektion von T auf t bestimmt werden:

7=t-T(n). (A.24)
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B. FESTIGKEITSKRITERIEN

Zusammenstellung der Festigkeitskriterien

Hinweis: Die manchmal in der Literatur gebriuchliche Vergleichsspannung oy ist ebenfalls angegeben.

Festigkeitskriterium nach TRESCA fr1(0) = Tomaz — fs

fT2(U> = Omaz — Omin — fy OV = Omax — Omin

Festigkeitskriterium nach VON MISES

f]w(O')I\/Jg—k oy = 3J20
1 1 ) ) .

\ IS = 3 Sij Sij = 3 0ij Oij Einsteinsche Summenkonvention
Jo — 1 2 2 2 2 2 2

2 =5 [(011 — 092)° + (022 — 033)" + (033 — 011) } + o5 + 033 + 03

auptspannungszustand: J§ = 5 [(01 —oq) 4+ (o — o)+ (o1 — o1) }
Jcr _ 2 2 3 2 2 3 2 3 2

5= o1 —0on-0n+ton+3-0y, +053— 03 (011+0n)+3 055+3- 05

ebener Spannungszustand in der 1-2-Ebene nur bei rdumlichem Spannungszustand

Fiir die Materialparameter gilt: k=L

V3
Festigkeitskriterium nach MOHR-COULOMB (|7| — ¢+ o - tan(¢) < 0)

1+sing 1 —singp hnd
/ = Omax — Omin -1 yare =7r=0)=+v3-"S
fucle)=o 2ccosp min 9 C Ccos o (= ) \/_tan(so)
Omaz Omin 2-c-cos
Puete) === = ! oot = 7/3) = 55558 VG
_ _ 2-ccos(yp)
Tco(ﬁ - 0) - 3+sin(:§) ) \/6
.o . . 2ccosp 2ccosyp
Fiir die Materialparameter gilt: fi = _

 14sing ¢ 1—sing

Festigkeitskriterium nach DRUCKER-PRAGER

foplo)=+/J§+ac™ —k Teo = V2 k
1 1
Um=§]f=§(011+022+033) 50:\/§§

o
1

I
T:,/SijSij:\/2J20 52—3

1
r= ﬁ\/(gu — 099)? + (022 — 033)2 + (033 — 011)2 + 6 (0122 + 0223 + 0321)

Bruchkriterium nach RANKINE

th(U> = Omaz — ft ch<U> - ‘amzn‘ - fc
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C. DAS VERALLGEMEINERTE HOOKESCHE GESETZ

Fiir einen homogenen und (mechanisch sowie thermisch) isotropen Werkstoff lautet das verall-

gemeinerte HOOKEsche Gesetz o = C : e — C : ar AT in KELVIN-MANDELscher Matrixschreib-

weise:

011
022

033

\/5023
\/5013
\/5012

1= o g 0 0 e —ar - AT |
— 1 5 0 0 €99 — agp - AT
E(1-v) &L 10 00 £33 — ap - AT
(I+v)i-22) [ 0 0 0 =2 o o V2ess
o 0 0 o0 2 9 V2eis
o o0 o0 o 0 = V2e1,

(C.1)

Aus dem Gleichungssystem (C.1) geht hervor, dass Normalverzerrungen keine Schubspannungen

bzw. Schubverzerrungen keine Normalspannungen verursachen. Alternativ konnen die zugrunde-

liegenden Materialparameter, also der Elastizitdtsmodul £ und die Querdehnungszahl v, durch

die LAMEschen Parameter x4 und A\ ausgedriickt werden. Der Schubmodul G (in der Literatur

alternativ auch als p bezeichnet) folgt aus E' und v durch G = E/[2(1 + v)] und der Parameter
A ist definiert durch A = Ev/[(1 4 v)(1 — 2v)]. (C.1) kann auch wie folgt dargestellt werden:

011
022

033

023 = 2G - €93 = G - 73

E(1—v) 1 ? E 811_0@.25 (C.1.1)
(1+v)(1—2v) | =¥ T €29 — QT - 1.
T 15 | €33 — ap - AT
013:2G-€13:G~f}/13 0'12:2G.€12:G_f}/12 (C12)

Umgekehrt lassen sich die Komponenten des Verzerrungstensors durch die Komponenten des

Spannungstensors als € = D : o + ap AT beschreiben. Invertierung von (C.1) ergibt:

€11
€22

€33

\/5523
\/5613
\/5619

% —% —% 0 0 0 011 (0% Al AT
—% % —% 0 0 0 0992 (0%l AT
% % 5 0 0 0 033 n ap - AT (C.2)
0 0 0 L 0 o0 V203

0 0 0 0 4z 0 V2013

o 0 0 0 0 L V2015

— _% % _% | o9e | + | ap- AT (C.2.1)
—% —% % 033 (0%l AT

023 Y23 013 Y13 012 Y12

) = -2 = = == C.2.2

°G 2 BT ag T 2 2T o0 T ) (C22)
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C.1 SPEZIALISIERUNG FUR DEN EBENEN SPANNUNGSZUSTAND

Ein ebener Spannungszustand ist durch |o33 = 013 = 093 = 0‘ gekennzeichnet. Entsprechende

Spezialisierung des Spannungstensors im Gleichungssystem (C.2) ergibt:

€11 % —% —% 0 0 0 011 (0%l AT

€922 —% % —% 0 0 0 0929 ar - AT

es | _ | “F “F B (1) 0 0 0 Lo AT (©3)
V2e3 0 0 0 5 0 0 0
V2ei3 0 0 0 0 & 0 0 0
V2er 0 0 0 0 0 55 V201 0

Aus der vierten und fiinften Zeile dieses Gleichungssystems kann man direkt ablesen, dass
€13 = €23 = 0 <C4)

gilt. Durch Streichen von Zeilen, die €13 bzw. €93 betreffen, und von Spalten der Koeffizienten-

matrix, die mit null multipliziert werden (das sind die dritte, vierte und fiinfte Spalte), erhélt

man:
€11 % —% 0 - (0% AT
€22 £ 1 0 H ar - AT
= f El, o | 092 + AT (C.5)
€33 —F T F ar -
L L 1 \/5012

V2er, 0 0 55 0
Ein ebener Spannungszustand fihrt i. A. auf einen rdumlichen Verzerrungszustand, denn e33 ist

i. A. ungleich null. Lést man die Gleichung zur Berechnung von €33 aus dem Gleichungssystem

(C.5) heraus, erhélt man:

€11 1 1 —UV 0 011 o - AT
€929 = E : -V 1 0 . 0922 + QT - AT (051)
\/5612 0 0 14+v \/50'12 0
1%
€33 = _E(UH + 0'22) 4+ ap - AT (052)

Haufig ist es gilinstig zur Losung von Problemstellungen, die sich auf einen ebenen Spannungszu-
stand beziehen, die invertierte Form von (C.5.1) zu betrachten. Diese lautet:
011 E 1 v 0 €11 — Q7 - AT
0992 - m ' v 1 0 ' E99 — QU - AT (06)
\/§ 012 00 1-v \/5 €12
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C.2 SPEZIALISIERUNG FUR DEN EBENEN VERZERRUNGSZUSTAND

Ein ebener Verzerrungszustand ist durch ‘533 = €13 = €93 = 0] gekennzeichnet. Durch Eintragen

dieser Beziehungen in das Gleichungssystem (C.1) erhélt man:

oy ] (1 = = 0 0 0 | [eu—ar-AT]
29 L1 £ 0 00 £ — ap - AT
033 _ E(1-v) o 5 1 0 0 0 0—ar- AT
V2ay | (0+w)1-2v) | 0 0 0 2 o o | 0
V2013 o 0 0 o0 2 9 0
V201, 0 0 0 0 0 1112,1/ V2er

(C.7)

Aus der vierten und fiinften Zeile dieses Gleichungssystems kann man direkt ablesen, dass
013 = 0923 — 0 (Cg)

gilt. Durch Streichen von Zeilen, die g3 bzw. o3 betreffen, und von Spalten der Koeffizienten-

matrix, die mit null multipliziert werden (das sind die vierte und fiinfte Spalte), erhdlt man:

011 1 = = 0 g1 —ar - AT
02 _ E(l—-v) . — 1 = 0 | em—ar- AT (C.9)
033 I+v)(1-2v) | £ 2~ 1 0 —ap - AT

\/5012 0 0 0 % \/5512

Ein ebener Verzerrungszustand fihrt i. A. auf einen rdumlichen Spannungszustand, denn o33 ist
i. A. ungleich null. Lést man die Gleichung zur Berechnung von o33 aus dem Gleichungssys-

tem (C.9) heraus, erhélt man:

o1l 1 % 0 en — (14+v)-ar- AT
__Ed-y v 1 1 AT | (C9.1)
099 _(1+1/)(1—21/) f— Y g9 — (1+v)-ar- 9.
V201 0 0 T=F V2e19
Ev EoarAT
033 — (811 + 822) — T (C92)

(I1+v)(1—2v) 1—2v
Haufig ist es giinstig zur Losung von Problemstellungen, die sich auf einen ebenen Verzerrungs-

zustand beziehen, die invertierte Form von (C.9.1) zu betrachten. Diese lautet:

€11 1 9 1 —ﬁ 0 011 (1 + V)aT - AT
—v
€22 = 5 - 1 0 022 + | (L+v)ar AT (C.10)
V2e19 0 0 L V201, 0

[y

Alternativ zu Gleichung (C.9.2) kann o33 auch durch Spezialisieren der dritten Zeile des Glei-
chungssystems (C.2) fiir den ebenen Verzerrungszustand erhalten werden:
1 v

€88 = O~ E(Ull tom)tar- AT =0 = oy =v(on+oxr)— Ear AT  (C.11)
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C.3 ELASTISCHE WERKSTOFFPARAMETER

Zur Beschreibung des linear elastischen Verhaltens von isotropen Werkstoffen wurde in diesem
Abschnitt Gebrauch von mehreren, voneinander abhéngigen, Werkstoffparameter gemacht: Elas-
tizitdtsmodul F, Querdehnungszahl v, LAMEscher Parameter A und Schubmodul G. Wie im
Vorlesungsskriptum in Kapitel 3.4 gezeigt, ist der Kompressionsmodul K eine weitere héufig
gebrauchte Kenngrofe, die das elastische Verhalten von Werkstoffen quantifiziert. Nachfolgende

Tabelle fasst die Beziehungen zwischen den genannten Werkstoffparametern zusammen:

Gegeben: A G K, G G, v E v E, G
B 2 2Gv vE G(F —2G)
A= A K=3¢ 125 (1+v)(1-2v) 3G-E
G = G G G B G
2(1+v)
2 2G(1 4 v) E EG
K= A+2 K - "
T3¢ 31—20) 3(1-20) 33BG—E)
GBA+2G) 9KG
E = 2G(1 E E
\iG 3k+g G0V
A 3K — 2G E
V= v — —1
20+ G) 6K +2G 2G
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D. Morphologietensoren

iso

= - zylindrischer Einschluss in einer isotropen Matrix

Der Morphologietensor fiir einen zylindrischen Einschluss in einer isotropen Matrix mit der Stei-

figkeit C° ist im globalen Koordinatensystem (e, ey, e3) definiert als:

pe=Q: (CO) :Soe QT (D.1)

zyl — zyl,0r

Mithilfe der Transformationsmatrix Q wird dabei die Neigung des Einschlusses um 6 bzw. ¢

(siehe Kapitel 9) vom globalen Koordinatensystem berticksichtigt. Die Komponenten des Eshelby-

Tensors Sjjl;;j; lauten im lokalen Koordinatensystem des Einschlusses (eg, e,, €, ):
0
Sesh,iso _ geshjiso 5 —4v
zyl,0000 — “zylpppp T 8(1 _ VO)
esh,iso _ @esh,iso —1 +4V0
zyl,00pp — Mzylppldd 8(1 _ ,/0)
0
Sesh,iso __ geshjiso v (DQ)
zyl,00rr — Nazylpprr T 2<1 . VO)
Sesh,iso _ eshjiso _ eshjiso _ eshjiso _ eshjiso __ eshjiso _ @eshjiso __ eshjiso 1
zyl,pror = Mzylrere T Mazylreer T Mazylierre T MazylrOrd T Mzyl,or0r T MzylOrr0 T Nzylroor T 1
0
Sesh,iso _ geshjiso _ eshjiso _ @qesh)jiso 3 —4v
zyl,0pbp — Mzylpbpd T Mzylpbbp T Mzyl,0ppd T 8(1 _ VO)
wobei ¥ die Querdehnungszahl des Matrixmaterials bezeichnet:
o 3K°—2G" (D3)
6K 4 2G0 '
Die restlichen Komponenten sind gleich null.
ergibt sich aus den Komponenten der kleinen Transformationsmatrix Q zu
gibt sich den Komp ten der kl T f t t
4 2 2 V2Q12Q13 V2Q11Q13 V2Q11Q12 1
Q3 Q35 Q33 V2Q22Qa3 V2Q21 Q23 V2Q21 Q22
0= Q% Q3 Q33 V2Q32Q33 V2Q31Qs3 V2Q31Q32
V2Q21Qs51  V2Q2:Q32 V2Q23Q33 Q22Q33 + Q23Q32  Q21Q33 + Q23Q31  Q21Q32 + Q22Qs1
V2Q11Q31 V2Q12Q32 V2Q13Q33 Q12Q33 + Q13Q32 Q11Q33 + Q13Q31  Q11Q32 + Q12Q31
| V2Q11Q21 V2Q12Q22 vV2Q13Q23 Q12Q23 + Q13Q22 Q11Qa3 + Q13Q21  Q11Q22 + Q12Q21 |
wobei
cost-cosp —sing sinf - cosp
Q= | cosf-sing cosyp sinf-sing
—sin @ 0 cos

In MATLAB erfolgt die Berechnung von IP”ZSyOl mithilfe des function Files P_iso_zyl.m:

function[P_E]=P_iso_zyl_rot (CO,theta,phi)
$INPUT: CO - Steifigkeitstensor der umgebenden isotropen Matrix, theta, phi - Orientierung
$OUTPUT: P_E - Morphologietensor eines zylindrischen Einschlusses E (mit Orientierung theta, phi)

%$in einer isotropen Matrix




P3" - zylindrischer Einschluss in einer transversal isotropen Matrix

Die Komponenten des Morphologietensors fiir einen zylindrischen Einschluss in einer transver-
sal isotropen Matrix mit der Steifigkeit CY lauten fiir einen Zylinder der entlang der xz3-Achse

orientiert ist wie folgt:

50?111 — 30?122
801111(01111 - 01122)
Cllll C(1122

trans trans _
fzylllll - }Ly12222 -

trans trans o
Pyl 1122 — Py12211 -

Z Z 0

801111<01111 CY1122) D.4

! (D.4)

trans . trans o
zyl,2323 7 + zyl,1313 —

802323

0 0

trans 301111 B C(1122

P, =
vhiztz 8CP111(CP1y — Clig)

Die restlichen Komponenten sind gleich null.

In MATLARB erfolgt die Berechnung von ng}ns mithilfe des function Files P_transiso_zyl.m

function[P_E]=P_transiso_zyl (CO)
$INPUT: CO - Steifigkeitstensor der umgebenden transversal isotropen Matrix

$OUTPUT: P_E - Morphologietensor eines zylindrischen Einschlusses E in einer transv. isotropen Matrix

iso

«on - kKugelformiger Einschluss in einer isotropen Matrix

Der Morphologietensor fiir einen kugelférmigen Einschluss in einer isotropen Matrix mit der

Steifigkeit CY lautet:
o = (C)7t ST (D.5)

sph

Der dabei auftretende Eshelby-Tensor Sg;}fl’iso lautet:

S:;l}q{iso _ aOHUol + BOHdev (D6)
3KY 6(K°+2GY)
it o= —— d 0= —~— - 7 D.7
H sroraco Y P = a0 (D7)
Iv steht fiir den volumetrischen Anteil des Einheitstensors mit den Komponenten lﬁfl = _523 0wl

und % fiir den deviatorischen Anteil des Einheitstensors mit 1%V = I — Jvot,

In MATLAB erfolgt die Berechnung von IP’iSZOh mithilfe des function Files P_iso_sph.m:

function[P_E]=P_iso_sph(CO)
$INPUT: CO - Steifigkeitstensor der umgebenden isotropen Matrix

%$OUTPUT: P_E - Morphologietensor eines kugelfoermigen Einschlusses E in einer isotropen Matrix
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]:P)trans

o - kugelformiger Einschluss in einer transversal isotropen Matrix

Die Komponenten des Morphologietensors fiir einen kugelférmigen Einschluss in einer transversal

isotropen Matrix mit der Steifigkeit C° lauten:

rans 1 1 1
P;ph,llll = E/ —D—(—50?111x4C§333 - 30?1225520??333 - 30?12255403323
+ 3011223j C 3333 T 50111137403323 - 100?1110 3233j + 2z (0?133)2
+ 802323x C'3333 (02323) ACY 23230 C 1133 T 6011220232395
+ 50111102323 + 50111@ 03333 40232355 01133 + 6(02323)
—2x (0?133)2 - 30?12203323)(_1 +T )dx

trans . trans
Psph 1122 — Psph 2211

— 0 0 0 20
- / D C(1111612323 2011110 323:6 +Cllllx C(3333

+ 0112202323 2011220232355 + 011223j C 3333 T 0111155 C(2323
0111155 C 3333 T 01122x 02323 0112255 03333 (02323) 2+ 2(02323)
— 405537° Cy33 + 40939301 C 55 — 207 (Cli33)” + 20 (Ci33)*) (—1 + 2°) dw
1 [t

Ptrans Ptrans
ph, 1133 — ph, 3311 — 4 o D2

S S

—(=1+=z ) (02323 + C'1133) dx

rans 1 ! 2
Pstph3333 2 ,1D( 02323 Cnﬂ +C’1111)d

st;ﬁnzs?,z?, 16 / D 401111 323x 802323$ C(1133 (01133)

— (i’ 03333 8C 11155402323 +3Ch 2t 03333 +4C 11155401133

— 4071957 O35 + 2071902 CY 5y — 20711, 2°C135 + CR1pa®Clyyy
— 3CT1202" Chiy + 3CT 102 Ol 2” — 20T @ C(0133 + 20101223720?133

+ 8x60232301133 - 35560111103333 + 4556023230 3333 T ACY o 020323

+ CP19p°Clygy + 3(Chn)*a" — (Chi )2’ + 2(CY13)%2° = 3(CY1yy )2
+(C111)? = CPippClyy) dae

wobei:

o0 A0 0 4,0 0
Dy = 20530327 C33 + Caz937" Cyz3 + lex 02323 20232395 01133
0 0 0 \2 0 4,0
201111023233j + 0111102323 +T (01133) — Cl1117" Cs333

2 (Chs3)” + C112° Claas
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(D.8)

(D.10)

(D.11)

(D.12)

(D.13)




D (Ctllll)2 403333 + 2(02323)2 603333 401111(02323) (Cllll) C 3231‘

(Cllll>2 203333 + 201111(02323> 2C 2323L (01133> Cllll<Cll33)

+ 201111(01133> (02323>2 601133 201122(01133> C 2323L (0?133>2
+ 3(01111)2 402323 + C11122(6(1133) (01111) 02323 + 2011111‘ (03323)2
(01111)2 603333 01111(01133) (02323)2 401133 + C11122(6(1133)

(01111) 02323 C11220111102323 C?122376C?1110??333
+ 40111155 C(232301133 - 2011115520232301133 - 4010122$40203230?133
+ 20112255 C(232301133 + 2010122x6033230?133 - 2010111x60203230?133
3011113j 0232303333 + 201122011113j 03333 011220 323% 03333
3011220 11155402323 011220111155 C3333 + 301122011110232355
+ 30111102323x403333 + 011225560?111020323 + 0?122556033230??333

Die restlichen Komponenten sind gleich null.

(D.14)

In MATLAB erfolgt die Berechnung von P mithilfe des function Files P_transiso_sph.m:

function[P_E]=P_transiso_sph(CO0)

$INPUT: CO - Steifigkeitstensor der umgebenden transversal isotropen Matrix

$OUTPUT: P_E - Morphologietensor eines kugelfoermigen Einschlusses E in einer transv.

isotropen Matrix
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