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Abschnitt [

SPANNUNG UND FESTIGKEIT




1. Kolloquium WS2020/2021

1. Beispiel: Transformationsmatrix fiir einen Basiswechsel
Angabe:

Gegeben sind die beiden Basissysteme e;-es-e3 und e’-ej-e; nach Abbildung 1.1. Dabei weist
der Basisvektor e} in die negative e;-Richtung, und die Basisvektoren e] und e} liegen in der

es-es-Ebene, sind aber um einen Winkel von 20° gedreht.

es-e3-Ebene

Abbildung 1.1: Basissystem e;-e;-e3 (in schwarz) und e-ej-e} (in rot).

Gesucht: Wihlen Sie die Transformationsmatrix Q, die zur Transformation von Vektor- und

Tensorkomponenten aus dem e;-e;-e3 Basissystem in das e-e}-e;, Basissystem dient.

[ 0 +sin(20) +cos(20) | [ 0 +sin(20) -cos(20) |
(1) Q=] -1 0 0 (2) Q=] -1 0 0

| 0 —cos(20) +sin(20) | | 0 +cos(20) +sin(20) |

[ 0 +cos(20) —sin(20) | [ 0 +cos(20) +sin(20) |
3) Q= -1 0 0 4) Q=| -1 0 0

| 0 +sin(20) +cos(20) | | 0 +sin(20) +cos(20) |
Losung:

Fiir die Bestimmung der Komponenten der Transformationsmatrix ();; miissen wir die Winkel
zwischen den Basisvektoren der ,neuen” Basis €] und jenen der ,alten” Basis e; bestimmen. Diese
ergeben sich wie folgt, wobei ersichtlich wird, dass die gesuchte Transformationsmatrix Q fiir die

Transformation aus dem e;-e,-e3 Basissystem in das e)-e}-e}; Basissystem jener bei (3) entspricht.

1= < (e’l,el) 90° - Q11 =cos(a1)=0
1= < (e’2,e1) = 180° - 91 =cos(ag) =-1

Q31 = 2 (eg7 el) 90° - Q31 =cos(az;) =0

Q= 2 (e’l,eg) 20° - Q12 = cos(aqz) = cos(20)

Qg9 = £ (e’2,e2) 90° - Qa2 =cos(anz) =0
22 2(ef,e) =(90-20)° > Qs = cos(as) = cos(90 - 20) = +sin(20)
3= 2 (e’17 e3) =(90+20)° - Qi3 =cos(asz) = cos(90 +20) = —sin(20)
3% 2 (e’z,eg) 90° — (a3 =cos(an3) =0
3= £ (eg,eg) 20° — (33 = cos(ass) = cos(20)
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1. Kolloquium WS2020/2021

2. Beispiel: Gleichgewicht eines 3D-Kontinuums

Angabe:

Gegeben ist ein homogener dreidimensionaler T-férmiger Kérper mit einer horizontalen Bean-

spruchung laut Abbildung .

T(X € Aw, 761)
= +e; [10] kN/rn2
mit Ay = LoH

mit AU = L1B1

Abbildung 1.2: Dreidimensionales Kontinuum mit Traktionsvektorfeldern.

Hinweis: Das Eigengewicht ist zu vernachldissigen. Die Beriicksichtigung etwaiger Teilsicherheits-

beiwerte (wie im Ubungsbeispiel) ist an dieser Stelle nicht notwendig.

Gesucht: Ermitteln Sie mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen die Konstante C' in [kN/m?.
Mit: By =0,25m, L; = 3,00m, By = 0,25m, Ly = 2,00m, H = 2,50m.

Losung:
Die Kraftegleichgewichtsbedingung in e;-Richtung kann fiir eine statische Aufgabenstellung nach

G1.(2.8) des UE-Skriptums wie folgt angeschrieben werden:

/V[fl]dV+/S[T1]dS:O

x
Die Beriicksichtigung von f; = 0 und die Spezialisierung mit 7} = -C sin(L7r

) sowie 1] =
1
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10kN/m” ergibt:

+B1/2 ,L +Laf2 rH
—C’f 1 f ' [sin(xl—ﬂ)]dml dxs + 10 f ’ [ [ ]dl’z dxs =0
B2 Jo Ly ~Lyj2 Jo

Auswertung der Integrale und Umformen liefert:

+B;Ll [cos (71') — oS (O)]C +10LsH =0
—QB;Llc +10L.H =0

Die gesuchte Konstante C' folgt schliefilich mit:

5t LoH _ 5m-2,00-2,50
B L, ~0,25-3,00

C=+ = +104,7198kN/m”
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1. Kolloquium WS2020/2021

3. Beispiel: Raumlicher Spannungszustand

Angabe:

Gegeben sind die Komponenten eines Spannungstensors o (mit Ausnahme der Normalspannungs-
Komponente o9) und sein hydrostatischer Anteil oy, jeweils mit Bezug auf ein globales z1-z5-

z3-Koordinatensystem und in [kN/cm?].

+0,50 +0,10 0 +0,083 0 0

o= +0,10 09 +0,20 , O = 0 +0,083 0

0 +0,20 -0,50 0 0  +0,083
€e1,e2,e3 €e1,e2,e3

Gesucht:

(a) Ermittlung der fehlenden Normalspannungskomponente og; in [kN/cm?].

(b) Berechnung der 3.Invariante des deviatorischen Spannungsanteils 757 in [kN*/cm®].

Losung:
(a) Fehlende Normalspannungskomponente oy,
Fiir die Ermittlung der fehlenden Normalspannungskomponente g9o wird zunédchst der deviato-

rische Spannungsanteil ermittelt (op = o —og).

+0,50 +0,10 0 +0,083 0 0 +0,416  +0,100 0
op=| +0,10 o9 +0,20 |- 0 +0,083 0 =] 40,100 o092 -0,083 +0,200
0  +0,20 -0,50 0 0 +0,083 0 +0,200  —0,583

€1,e2,e3

In weiterer Folge kann die 1.Invariante des deviatorischen Spannungsanteils 17 betrachtet wer-

den, welche es ermoglicht, die fehlende Normalspannungskomponente zu ermitteln:
I97 = 011+ 0pas +0pss = (+0,416) + (095 — 0,083) + (=0,583) =0 — 0799 = 0,250kN/cm”
Alternativ konnte die fehlende Normalspannungskomponente o4 auch mit Hilfe der Beziehung

zwischen der mittleren Spannung o, und der 1.Invariante I{ ermittelt werden.

Ie 011 + 099 + 033 B +0,50+0'22—0,50

Om == — +0,083 = = — 099 = 0,250kN/cm”
3 3 3

(b) Invariante IJ”
Berticksichtigung der Normalspannungskomponente o9y im Ausdruck des Spannungsdeviators

op ermoglicht die Berechnung der Invariante des deviatorischen Spannungsanteils I3 geméft

Gl1.(3.5) des UE-Skriptums.
+0,416 +0,100 0

IgP = | 40,100 +0,166 +0,200 | = —0,051 343 kN?/cm®
0 +0,200 -0,583
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1. Kolloquium WS2020/2021

4. Beispiel: Rechnen mit Vektoren (Kreuz-, Skalarprodukt)
Angabe:

Gegeben sind die Spannungskomponenten eines Spannungstensors o in [kN /cm?| mit Bezug auf

ein globales x1-x5-r3-Koordinatensystems,

1,0 0 -0,6
o= 0 +02 0
0,6 0 -12

€1,e2,e3

die drei entsprechenden Hauptnormalspannungen o, o;; und oyyy,
o7 = +0,2000kN /em®, o7 = -0,4917kN /em®, o7y = —1,7083kN /cm”,
und die Richtung der Hauptnormalspannung ey,

10,6464
e = 0
+0,7630

€1,e2,e3

Hinweis: Beachten Sie die besondere Form des gegebenen raumlichen Spannungszustands. Finer
der Basisvektoren fdllt mit einer Hauptnormalspannungsrichtung zusammen.
Gesucht: Berechnen Sie das Skalarprodukt von e;; mit e;, wobei ey, e;; und ej;; ein rechtshén-

diges Koordinatensystem bilden sollen.

Losung:

In Anlehnung an den Hinweis erkennt man, dass der Basisvektor e, mit einer Hauptnormalspan-
nungsrichtung zusammenfillt, da o195 = 033 = 0 gilt. Und da 095 der Hauptnormalspannung o;
entspricht folgt e; = e5. Da uns nun zwei Richtungen der Hauptnormalspannungen bekannt sind,
lasst sich die verbleibende Hauptnormalspannungsrichtung (fiir das geforderte Rechtskoordina-~

tensystem) durch das Kreuzprodukt aus e;;; mit e; berechnen.

+0, 6464 0 -0,7630
ey =ejxer= 0 x| 1 = 0
+0, 7630 0 +0, 6464
e],e2,e3 e],ez,e3 e],e2,e3

Das gesuchte Skalarprodukt folgt schliefslich zu

~0, 7630 1
err-e = 0 10 = (-0,7630) + (0) + (0) = -0, 7630
+0, 6464

€1,e2,e3 €1,e2,e3
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1. Kolloquium WS2020/2021

5. Beispiel: Festigkeitskriterium nach MOHR-COULOMB
Angabe:

Gegeben ist ein biaxialer Spannungszustand o mit Bezug auf ein globales x;-x5-23-Koordinaten-

systems, wobei eine Normalspannungskomponente dreimal so grofs ist wie die Zweite.

0 O 0
g = 0 _fcb 0
0 0 =3fas

€1,e2,e3

Gesucht: Ermittlung der biaxialen Druckfestigkeit fu, in [kN/cm?| auf Basis des Festigkeitskri-
teriums nach MOHR-COULOMB mit einem Winkel der inneren Reibung von ¢ = 12,5° und einer

Kohiision von ¢ = 1,5kN /cm®.

Losung:
Da der biaxiale Spannungszustand o frei von Schubspannungen ist (013 = 013 = 093 = 0), kénnen

die Hauptnormalspannungen direkt identifiziert werden.
or= OkN/ch, orr = —bekN/cmZ, orrr = —de,kN/ch

Beriicksichtigung der Hauptnormalspannungen o; und o;;;, sowie des Winkels der inneren Rei-
bung ¢ = 12,5° und der Kohésion ¢ =1,5kN/ cm? im Versagenskriterium nach MOHR-COULOMB
[in Anlehnung an die Beriihrbedingung nach Gl.(7.3) des UE-Skriptums|, sodass es gerade zum
Versagen kommt [fyc(o) = 0] liefert

1 +sin(12,5)
2-1,5-cos(12,5)

1 —sin(12,5)

~1=0
2-1,5-cos(12,5)

(-3fa)-

Juce(o) = (0)

Auflésen des Versagenskriteriums nach MOHR-COULOMB nach f, ergibt

I 2-1,5-cos(12,5)
¢T3 [1-sin(12,5)]

sodass die biaxiale Druckfestigkeit f, schlieflich mit 1,25kN/ cm’ folgt.
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1. Kolloquium WS2020/2021

6. Beispiel: Festigkeitskriterium nach DRUCKER-PRAGER
Angabe:

Gegeben sind die Komponenten eines raumlichen Spannungszustands o in [kN/ Cm2] mit Bezug

auf ein globales x1-xs-x3-Koordinatensystems.

+05 0 -05
o= 0 -20 o0
05 0 -25

€1,e2,e3
Gesucht: Ermitteln Sie den Laststeigerungsfaktor App, mit dem der gegebene Spannungszu-
stand o proportional gesteigert werden kann, damit es nach dem DRUCKER-PRAGER-Kriterium
(mit den Festigkeitsparametern k = 0,5612kN /em” und « = 1,171 [-]) gerade zum Materialversa-

gen kommt.

Losung:
Fiir das Festigkeitskriterium nach DRUCKER-PRAGER benétigen wir die 2.Invariante des Span-

nungsdeviators JJ und die mittlere Normalspannung o,,, welche wir wie folgt berechnen kénnen.

1
Jg = 6[(011 - 022)2 + (022 - 033)2 + (033 - 011)2] + (012)2 + (023)2 + (031)2

J = %[(0,5 = (-2,0))"+ ((-2,0) = (-255) )"+ ((-255) - 0,5)°] + (0)"+ (0)" + (- 0,5)

Jg = 2,83kN?/cm?

2

O = %[o—nmmmgg] - %[0,5—2,0—2,5] = -1,3kN/cm?

Beriicksichtigung der beiden Werte, sowie der Festigkeitsparameter k& = 0,5612kN/ cm” und o =
1,171[-] in der Versagensfunktion nach DRUCKER-PRAGER ergibt:

for(o)=\/J§+ao, —k=1/283+1,171-(-1,3)-0,5612 = —0,4393 < 0 — Fall 1

0,1219kN /cm?

Der untersuchte Spannungszustand fiithrt somit nicht zum Materialversagen. Der Laststeigerungs-
faktor App, damit es nach dem DRUCKER-PRAGER-Kriterium gerade zum Materialversagen
kommt, folgt mit:

for(a) = App(0,1219) - 0,5612 = 0

~0,5612
- 0,1219

ADp =4,60
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1. Kolloquium WS2020/2021

7. Beispiel: Lokales Gleichgewicht —
Volumenkraftdichtevektor

Angabe:

Gegeben ist ein inhomogenes Spannungsfeld o (x) in [kN/cm?| als Funktion der Ortskoordinate

X = 11 €1 + Tyes + x3e3 in Bezug auf ein globales x1-x9-x3-Koordinatensystem.

5+ 31 0 9x1 + 8x9 + 43
o(rie;+x2ey+13€3) = 0 -1+ 8x9 0
5x1 + 8xo + 43 0 —2x1
€1,e2,e3

Gesucht: Ermitteln Sie mit Hilfe der lokalen Gleichgewichtsbedingung die Linge des Volumen-

kraftdichtevektors |f(x)] in [kN/cm3|, sodass infolge f1, f> und f3 das Spannungsfeld im gesamten
Korper im Gleichgewicht steht.

Losung:

Die lokale Gleichgewichtsbedingung, div(a’(x)) +f(x) = 0, kann in Komponentenschreibweise wie

folgt angeschrieben werden:

doyy + 0012 + o3
0xy Oxy  Oxs
0091 . 0099 . 0093
Oor; Oxg  Oxs
Jo31 . 0039 . 0033
Oor; Oxg  Oxs

+f1:O

+fa = 0

+f3 =0

Mit Hilfe der partiellen Ableitung der einzelnen Spannungskomponenten folgenden entsprechende
Bestimmungsgleichungen fiir die Volmenkraftdichtevektor-Komponenten, welche sich schlussend-
lich wie folgt ergeben:

3+40+4+f; = 0 > f1=-7TkN/em®

0+8+0+f, = 0 - fo=-8kN/cm®

5+0+0+f; = 0 - fy3=-5kN/cm’
Die gesuchte Lénge des Volumenkraftdichtevektors folgt mit:

() =V ([1)2 + (f2)? + (f3)? = V/(-7)? + (~8)% + (-5)? = 11,75 kN /e’
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Ersatzkolloquium WS2020,/2021

4. Beispiel: Gleichgewicht eines 3D-Kontinuums

Angabe: Gegeben ist ein horizontal beanspruchter dreidimensionaler Korper. Alle am Korper
angreifenden Traktionskréfte sind beziiglich einer orthonormalen Basis e, ey, e3 gegeben. Das
Eigengewicht ist zu vernachléassigen. Die Abmessungen des Korpers sind: By = 0,25m, L; = 3,00 m,
By =2,00m, Ly =0,25m, H =2,50m, w =10 kN/mQ. Die Momentengleichgewichtsbedingung um
die es lautet:

1. 1 1
+l60a+§ce]BlL§—l§w]BQH2 =0

T(x € Aw, —eq)
= te1 [w] kN /m?
mit Aw = LyH

mit AU = LlBl

Gesucht: Ermitteln Sie mit Hilfe der Gleichgewichtsbedingungen die Konstante C, in [kN/m?|.
Losung: Die Kréftegleichgewichtsbedingung in es-Richtung ergibt sich unter der Beriicksichti-
gung von f = 0 und fiir die Spezifizierung von T4 o mit C, + (Ce - C’a)% Zu:

1

+B1/2 L1 i 1 +B1/2 L1
() [0 [ e+ | (o= | [0 [ [ma]aadea=0

Auswertung der Integrale und Umformen liefert:

+(C.)L1B +[(O—(J)3L—%B =0 - +[10 +10]BL =0
a 11 e a Ll_ 2 1 9 a 2 e 141

Die gesuchte Konstante C, folgt schlieflich durch das Auflésen der zuvor ermittelten Kréfte- und

der gegebenen Momentengleichgewichtsbedingung:

JBwBoH? L 3-10-2,00- (2,50)2
- - = JE— = —
B2 ¢ B2 “ 0,25- (3,00)2

= -166,67kN/m”
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Ersatzkolloquium WS2020,/2021

5. Beispiel: Raumlicher Spannungszustand —

Fehlende Komponenten und Traktionsvektorkomponente
Angabe:

Gegeben sind die Komponenten eines Spannungstensors o (mit Ausnahme der Normalspannungs-
Komponenten oy, 033) mit Bezug auf ein e;-e;-e3 Basissystem sowie mit Bezug auf ein ej-erj-eq;;

Basissystem (mit Ausnahme der Hauptnormalspannungskomponente o;;7), jeweils in [kN/CmQ],

011 0 -3,6 7,7706 0 0
o= 0 -35 0 o= 0 -0,3706 O
—3,6 0 033 0 0 Orrr1
e1,e2,e3 er.err.errr

sowie die Richtung der Hauptnormalspannung e; und e;:

+0,8564 -0,5164
er= 0 er = 0
-0,5164 -0,8564
e1,e2,e3 €1,e2,e3

Gesucht: Ermittlung der Normalspannungskomponente o in [kN/ch], welche auf ein Flachen-
element mit dem Normalenvektor n = +[O,3714]e1 + [0]82 + [O,9285]e3 wirkt.

Losung:

Da die Ebene mit Flachennormaler e, frei von Schubspannungen ist, entspricht die Normalspan-
nungskomponente o9y einer Hauptnormalspannung. Im vorliegenden Fall der Hauptnormalspan-
nung o;;; und die zugehorige Richtung e;;; entspricht dem Basisvektor es.

Somit sind alle Hauptnormalspannungen und die zugehdrigen Richtungsvektoren bekannt. Letz-
tere erlauben das Aufstellen einer Transformationsmatrix Q, sodass die Komponenten des Nor-

malenvektors n mit Bezug auf das e;-ej-e;;; Basissystem ermittelt werden kénnen.

nr €r1 €12 €13 nq —0,1614
n=\{ njs =| errn €2 e€errz || ne =1 -0,9870
nrrr €rrrn €rrr2 €riig3 ns 0
er.errerrr €1,e2,e3 er.errerrr

Mit Hilfe der Cauchy’schen Formel T'(n) = o-n kann der Traktionsvektors T'(n) bestimmt werden
und durch die Projektion des Traktionsvektors T'(n) auf den Normalenvektor n erhilt man die

gesuchte Normalspannung o.

nr or 0 0 nr
o= ngy |-l 0 or 0 || ny |=-01586kN/cm’

nrrr 0 0 omr nrrr
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Ersatzkolloquium WS2020,/2021

6. Beispiel: Festigkeitskriterium nach MOHR-COULOMB —
Laststeigerungsfaktor

Angabe:

Gegeben sind die Komponenten (in [kN/ mQ]) beziiglich einer orthonormalen Basis e;, e;, es,

eines Spannungstensors o:

=25 0 -40
o= 0 +20 O
-40 0 =250
€1,e2,e3

Gesucht: Ermitteln Sie den Laststeigerungsfaktor Ao, mit dem der gegebene Spannungszu-
stand o proportional gesteigert werden kann, damit es nach dem MOHR-COULOMB-Kriterium
(mit dem inneren Reibungswinkel ¢ =22 5° und der Kohésion ¢ = 125kN/ m2) gerade zum Mate-

rialversagen kommt.

Losung:
Eine der drei Hauptnormalspannungen kann mit o(T) = 092 direkt identifiziert werden und die
verbleibenden Hauptnormalspannungen kénnen mit Hilfe der Formeln eines ebenen Spannungs-

zustandes in der x3-x1-Ebene bestimmt werden.

a@(@) - Zs N ; o + \/[—033 ; UH]Q + [031]2 - { Z%

Die (sortierten) Hauptnormalspannungen fiir den gegebenen Spannungszustand o folgen mit:

~18,1005kN/m”
~256,8995 kN/m”

o7 =0(D) +20kN/m* o7 = o@) = -18,1005kN/m® o771 = o) = —256,8995kN/m’
Berticksichtigung der Hauptnormalspannungen o; und o;;7, sowie der Parameter ¢ = 22.5° und
c=125 kN/m2 in der Versagensfunktion nach MOHR-COULOMB ergibt:

1 +5sin(22,5)
2-125-cos(22,5)

1 -sin(22,5)
2-125-cos(22,5)

-1<0 - Falll

fuc(o) = +20 +256,8995

0,8063

Der Spannungszustand o fiihrt somit nicht zum Materialversagen. Der proportionale Laststeige-
rungsfaktor Ao, damit es nach dem MOHR-COULOMB-Kriterium gerade zum Materialversagen

kommt, folgt mit:

fuc(o) = Arc(0.8063) = 1=0 > Aye =1,2402[]
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1. Kolloquium WS2019/2020
3. Beispiel: Spannungsanalyse

Angabe:
Gegeben ist ein homogener Spannungszustand o 4 in einem Probe-

kérper mit den Komponenten beziiglich der kartesischen Basis e, e,
es3, sowie ein Richtungsvektor r mit den Komponenten beziiglich der
kartesischen Basis e}, €}, e}. Der Basisvektor e/, weist in negative e;-
Richtung, die Basisvektoren e} und e} liegen in der e;-es-Ebene, sind

aber um einen Winkel von 20° gedreht, siche Abbildung.

0 0O
o,=|10 0 5| MPa r=
0 50

—_ = =

ei,ez,e3 e}.e5.e}
Gesucht
1. Ermitteln Sie die Transformationsmatrix Q, die zur Transformation von Tensorkomponen-
ten aus dem e, ey, e3 in das e}, e, e} Basissystem dient und berechnen Sie anschliefend

die Komponenten des Spannungstensors o4 beziiglich des e}, e}, e} Basissystems.
2. Berechnen Sie den Winkel zwischen r und es.

3. Berechnen Sie die Normal- und Schubspannungskomponenten (o,7), die auf ein Flidchen-

element mit Normalenvektor r wirken.

4. Zuséatzlich zum Spannungszustand o 4 laut Angabe wirkt noch ein einaxialer Spannungs-
zustand op = pe; ® ey, sodass gilt o¢ = o4 + op. Ermitteln Sie das Interval fir p,
Pmin € P < Pmax, sodass die maximalen Schubspannungen im Probekorper zufolge o¢
einen Wert von 5 MPa nicht tiberschreiten. Erlautern Sie Thren Losungsweg mithilfe der

MoHRschen Spannungskreise.
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Losung:

1. Transformationsmatrix

0 cos20° sin20°
Q=|-1 0 0
0 -sin20° cos20°
Transformationsregel fiir Tensorkomponenten von Tensoren 2. Stufe
ol Ol Oy o1 012 013 321 0 3.83
Oy Oy =Q- 092 og3| QT = 0 O MPa
Sym (o ooyl sym 033) . ey \SYI -3.21 el

2. Transformation der Komponenten des Basisvektors e; in die neue Basis:

0 sin 20°
e3=Q-10 = 0
1 cos20°) |
e1,e2,e3 €1,€2:€3
Winkel zwischen e3 und r (Auswertung beziiglich neuer Basis):
sin 20° 1
— es3r _ 1 — (e}
z = = = —= =42.
€3, T = arccos [y = arccos [ —= 0 1 42.27
cos 20°
e1.ep.€; €1,€5,€;

4.07
3. T=0'-|:—|: 0 MPa = 0 = 2.55 MPa, 7 = 3.18 MPa
036/ , ,
€1,€2:€3

4. Die Hauptnormalspannungen fiir den gegebenen reinen Schubspannungszustand o 4 betra-
gen ot =5 MPa, off = 0 MPa, und o{}; = -5 MPa, die maximale Schubspannung daher 5
MPa, siehe Mohrsche Kreise links (p = 0). Die maximale Schubspannung des Spannungs-
zustandes o wiirde steigen, wenn der grofste Mohrsche Spannungskreis wachsen wiirde.
Mochte man das nicht, dann muss gewahrleistet sein, dass die mittlere Hauptnormalspan-
nung o zwischen den Grenzen -5 < o < +5 MPa bleibt. Da in diesem Fall o = p gilt, ist

das gesuchte Interval -5 < p < +5 MPa.

T T T

Tnae = D MPa Tonaz = D MPa Tomaz = D MPa

a
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Ersatzkolloquium WS2018/2019
3. Beispiel: Versagenskriterien und Spannungszustande

Angabe:

Gegeben sind zwei Spannungszustinde, die zum Versagen des Betons gefiihrt haben:

00 O =35 0 0
os=|0 0 0 | MPa op=| 0 -35 0 MPa
0 0 -50 0 0 -100

€e],e2,e3 €1,e2,e3

Gesucht:

a. Bestimmen Sie die einaxiale Druckfestigkeit f. und die einaxiale Zugfestigkeit f; bei Zugrun-

delegung eines Versagenkriteriums nach MOHR-COULOMB.

b. Bestimmen Sie die einaxiale Druckfestigkeit f. und die einaxiale Zugfestigkeit f; bei Zugrun-

delegung eines Versagenkriteriums nach DRUCKER-PRAGER.

c. Abschnitt III: Ordnen Sie jedem der unten mit (a) bis (e) bezeichneten Korper ein sinnvolles
mechanisches Konzept (ESZ, EVZ, 3D) zur Bestimmung des Spannungs- und Verzerrungszu-
standes zu. Begriinden Sie Thre Antwort, indem Sie jene Spannungs- bzw. Verzerrungstensor-

komponenten angeben, die gleich Null sind. Das Eigengewicht kann vernachléssigt werden.

\imy| | YNNG
£ h
h
S t
Sy b, €y L €y L
Somy e & om sy @E>ad>i]
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Losung:

a. f.=50MPa
50 (1 —sin(y)) = =35 (1 +sin(p)) + 100 (1 - sin(p))

sin(p) = 192032 = ¢ = arcsin() ~ 0,177400

50 MPa (1 - sin(p)) = f (1 +sin(p)) = f; = 2MPal-inte) _ 35y p,

1+sin(p)

b. f.=50MPa
VE1=500+a =80 =\ /1 100-35) + a (255 + <0) = =

3 3

k=\/3 =50 MPa+ o 0IP8 - 1/, - 0RIPa - 358 0ipa

c. (a) EVZ: Die Verzerrung in Langsrichtung ist gleich null: €,, =0
(b) ESZ: Es herrsche ein einaxialer Spannungszustand in Stabléngsrichtung (o, # 0):
Ope =0, =0
(c) 3D: Aufgrund der lokalen rechteckigen Lasteinleitung treten dort allgemeine Spannungs-
zustdnde, bzw allgemeine Verzerrungzustiande auf.
(d) ESZ: Die Spannungen in Dickenrichtung sind gleich null (Scheibe): 0., =0

(e) EVZ&ESZ:
(e-1) EVZ weil: Die Verzerrung in Léngsrichtung ist gleich null: g, =0
(e-ii) ESZ weil: Die Spannungen in Radialrichtung sind vernachléssigbar gegeniiber denen

in Tangentialrichtung (o, > o,, ~ 0). Vergleiche auch Kapitel SZylindrischer Stahltank".
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1. Kolloquium WS2018/2019
3. Beispiel: MOHRsche Spannungskreise

Angabe:
Gegeben ist ein Spannungszustand
6 3 0
o=|3 -2 0 kN/cm?.
0 0 2
e1,e2,e3

Gesucht:

a. Bestimmen Sie die Hauptnormalspannungen sowohl rechnerisch als auch grafisch. Losen Sie
diese Fragestellung ohne die Formulierung eines Eigenwert /Eigenvektor-Problems und ohne
Verwendung der Formeln von CARDANO.

Hinweis: Achten Sie bei der grafischen Bestimmung auf die Nachvollziehbarkeit der Konstruk-

tionsschritte (z.B. durch Nummerierung).

b. Bestimmen Sie rechnerisch die Richtungen aller Hauptnormalspannungen. Geben Sie die
Richtungen aller Hauptnormalspannungen sowohl in der e, e, es-Basis, als auch in der
er, ery, err-Basis an. Die Richtungen der Hauptnormalspannungen sollen jeweils ein Rechtsko-
ordinatensystem bilden. Losen Sie diese Fragestellung ohne die Formulierung eines Eigenwert /

Eigenvektor-Problems.

c. Stellen Sie die Versagensgeraden des MOHR-COULOMB-Kriteriums |7| < ¢ - o - tan(p) mit
¢=5kN/cm? und tan(y) = 0,5 in den Spannungskreisen von Punkt a dar. Schraffieren Sie in

den Spannungskreisen von Punkt a auferdem die unzuldissigen Bereiche.

d. Bestimmen Sie einen Faktor A, sodass der aus o4 = \- o resultierende gréfite Spannungskreis
die Versagensgeraden aus Punkt ¢ gerade beriihrt und somit (anders als in Punkt ¢) keine

unzuldssigen Bereiche existieren.

e. Bestimmen Sie (unabhéngig vom gegebenen Spannungszustand) die maximale Normalspan-
NUNE Oz, die bei Annahme des Versagenskriteriums aus Punkt ¢ auftreten kann (ohne dass
es zu Versagen kommt). Geben Sie auch den Spannungstensor . bei Erreichen von 0,,,, an.

Welcher ausgezeichnete Spannungszustand tritt hier auf?
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Losung:
a. Rechnerische Losung mittels vereinfachter Formeln fiir einen ESZ (Drehung in der Ebene)

ergibt

— 2
o(D)(@) = W + \/(%) +02,=-3 bzw. +7kN/cm®.

Die dritte Hauptnormalspannung kann direkt abgelesen werden mit o = 2kN/ cm®. Somit
o1 = 7kN/cm2, o1 = 2kN/crn2 und oqp = —SkN/CmQ.

Grafische Losung siehe Grafik.
b.  Aus der Angabe folgt unmittelbar

es = eq = (0;0;1)L ., ., Weiters ist
der Drehwinkel der e;/e;-Ebene in die
Hauptspannungsrichtung bestimmbar
zu tan(2«a) = 2012/(011-092) = 3/4 und

somit o = 18,43°. Daraus ergibt sich

er = (cos(a);sin(a);0)L o o =

g (0,9487;0,3162;0)7 ., . und
enr = (Sin(@)Q_COS(@)SO)eTI,e2,eg =
(0,3162;-0,9487;0)T .. Au-
ferdem gilt e = (150?0)£,en,em7
en = (0;1;0) epey, und emr =
(0;0:1)¢, erperm-

c.  Grafische Losung siehe Grafik.

d. Anwendung des MOHR-COULOMB-Kriteriums.

~ 1 +sin(yp) ~ 1 —sin(y) L
fuc(a)=A (UI 2ccos(p) om 2ccos(p) ) 1=0

ergibt umgeformt \ = 0,7587.
e. Bestimme den Schnittpunkt der Versagensgeraden mit der o-Achse zu oy = 10kN/ cm®.

Fiir zu einem Punkt degenerierende Spannungskreise muss o1 = o1 = 011 = Opmax, folglich

10 0 0
o.=| 0 10 0 kN /em”.
0 0 10

€1,e2,€3

Es handelt sich somit um einen hydrostatischen Spannungszustand.
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1. Kolloquium WS2017/2018
1. Beispiel: Leimfuge

Angabe:
Gegeben ist ein Holzpaneel mit einer Leimfuge, welche mit der Horizontalen den Winkel S
einschlieft (sieche Skizze). Das Holzpaneel besteht aus einer homogenen und isotropen Spanplatte.

Die Belastung fiihrt zu einem homogenen, ebenen Spannungszustand:
011 = 300,00N/cm?; 015 = 346,41 N/em?; 095 = —100,00 N/cm?.
Das RANKINEsche Festigkeitskriterium lautet:
o <100N/cm?

2

MMM

— - — e — = — —— —» 5

¢ \.I f
\
W
‘I"‘
3

T4

- -

Py

|

Tlo=— = = = A =« 4

AR AR A A AR Y

Tan

(ANRRNNRRRRNA

[x

Gesucht:

1. Stellen Sie die MOHRschen Spannugskreise dar und markieren Sie, unter Beachtung des gege-

benen Festigkeitskriteriums, die zulassigen Flachen fiir den Traktionsvektor T.

2. Bestimmen Sie (rechnerisch und grafisch) die Hauptspannungen, sowie (rechnerisch und gra-

fisch) den Winkel o zwischen e; (e; zeigt in die Richtung von z;) und e;.

3. Bestimmen Sie jene Bereiche von [, innerhalb derer die zuldssigen Spannungen in der Leimfuge

nicht {iberschritten werden. Zeichnen Sie die zuléssigen Bereiche von 5 am Angabeblatt ein.

HINWEIS: Die Berechnung der zuldssigen Werte von [ vereinfacht sich, wenn Sie von den Haupt-
spannungen und deren Basis ausgehen.

Zur Erinnerung: [sin(z)]* = 1 - [cos(z)]?
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Losung:

o111 / Y
| 1y | .=
oy % % ::: a1
— it O
) Wy e

2. 07 =50025; 077 =0; 0777 = 30015,

cm??

Q= 4(61,6[) = +% =30°

3. Die Normalspannung in der Leimfuge o{, muss das Festigkeitskriterium erfiillen:

N
0'11 < 100@

o1, kann als Transformation der Hauptspannungen in der -z Ebene ausgedriickt werden:

oty = o1 cos(y)* + oy sin(y)? = o7 cos(v)? + oy (1 - cos()?)
=cos(v)?- (o = orrr) + oprr <100
= |cos(7y)| < \/(100 o)/ (or=0o51r) = \/5/2
=45° <y <135°

Um diesen Winkel im Hauptachsensystem (7) in einen Winkel des z1-z5-Koordinatensystem
zu bringen, muss man den Winkel « zwischen e; und e; dazuzéahlen, des weiteren schliefst 3

einen rechten Winkel mit der Normalspannung in der Leimfuge ein, daher folgt: § = v+a +£90°

-15°< B <75°  165° < 3 <255°
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1. Kolloquium WS2017/2018
2. Beispiel: Raumlicher Spannungszustand

Angabe:
Gegeben sind die Schubkomponenten eines Spannungstensors o mit Bezug auf ein globales
xr1-ro-r3-Koordinatensystem, die drei entsprechenden Hauptnormalspannungen o, o;; und oy,

sowie zwei Richtungen der Hauptnormalspannungen, e; und ej;; .

o1;p 100 O +0,997479 -0,062253

o=| 100 o9 200 N/sz, er =4 +0,068601 ,errr =4 +0,968687

0 200 o33 +0,018127 -0,240354
€1,62,63 €1,62,€3 €1,62,63

o7 =1006,87744 Njem®, o7 =299,17372 N/em®, o777 = =556,05117 N/em?,

Gesucht:
1. Berechnen Sie die drei Invarianten des Spannungstensors o.

2. Berechnen Sie die Komponenten o1, 095 und o33 des gegebenen Spannungstensors o unter

der Voraussetzung, dass diese im Verhéltnis o1 : 09 : 033 =2: (=1) : 0,5 stehen.

3. Berechnen Sie die Richtung der 2. Hauptnormalspannung in der Basis e, es,e3 und in der

Basis ey, err, ey - es ist jeweils ein Rechtskoordinatensystem gesucht.

4. Ermitteln Sie den Betrag der Normalspannungskomponente des Spannungsvektors T, der

auf ein Flachenelement mit Normalenvektor n = 3 e; + 4 e3 wirkt.

Losung:
Berechnung der Invarianten ¢, I§ und I{ mit Hilfe von o7, o7 und oy fiihrt auf:
17 =750 2

15 = -425000 (2, )?
Ig = 167500000 ()’

o topt+ozz=1{ — 20p+0p-72=I1] =o0pn= % = —500%
o11=1000 25, 033 =250 2

err = [0; 1 01 o, o, = €rrr x e ~ [0,034048; —0,238619; ~0,97051617 . .
Spannungstranformation: n = [2; 0; 2]7

N

oc=n"-0-n=520_5
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Ersatzkolloquium WS2016,/2017
1. Beispiel: Spannungen, Festigkeitskriterien, Stabtheorie

Angabe:

a. Bei dem in der Abbildung dargestellten, auf Biegung und Normalkraft beanspruchten, Quer-
schnitt ist die Nulllinie (NL) und die Spannung im Punkt A, o4 = 1kN/cm?, bekannt. Wie
grof ist die Spannung op im Punkt B geméafs linearer Stabtheorie?

A D
-

\45° B

10cm

20 cm

b. Beweisen oder widerlegen Sie die Existenz eines Spannungstensors

g 00
oc=10 q ¢q ;
0 g q

€1,e2,e3

wobei g < 0 ist, mithilfe der Mohr’schen Spannungskreise. Erldutern Sie die Widerlegung (falls
o nicht exisitiert) in Stichworten oder (falls o exisitiert) bestimmen Sie grafisch o, o7 und

OI171-

c. Berechnen Sie die hydrostatische Koordinate £ und die radiale Koordinate r = \/2-.J5 des
Haigh-Westergaard’schen-Spannungsraumes, in Abhéngigkeit von der Hauptspannung oy,

fiir den Spannungszustand

O=01]1"

o O N
O = O

1

€r.err,eiris

wobei orrr < 0.

d. Berechnen Sie die Hauptspannung oy, in Abhéngigkeit von den Mohr-Coulomb-Parametern

c und ¢, fir

oO=0q]1"

o O N
O = O

er,err.errr

wobel orrr < 0.
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Losung:

kN
O'B:—Q-O-A:—QCH12
1+142 2

c {=orr1 \%2 =

T
.b* Q7_q _q
[aN
I
~
~
~
© o1 q o;=0 0o
o
*OJIIT A q

r:\/%'[(al_all

d (Annahme f(c) =0):

q,4q
2 2 )
+(on o)+ (onr - or) ]: 32 (z0mm1)" = \/%'\0111|

L. (1 +sin(p)) —orr - (1 -sin(p)) <2-c-cos(p) 4-c-cos()
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1. Kolloquium WS2016/2017
2. Beispiel: Eichen von Versagenskriterien

Angabe:

Gegeben sind zwei Spannungszusténde, o, und o, die jeweils zum Versagen von Probekoérpern

des selben Materials gefiihrt haben:

0 0 0 ~788 0 0
o,=| 0 -598 0 kN/m?  bzw. o= 0 -2362 0 kN /m?2.
0 0 -598 0 0 -2362

Gesucht:

1. Bestimmen Sie, basierend auf den Spannungszustinden o, und o, folgende Parameterpaare:

(a) ¢ und ¢ bei Zugrundelegung des MOHR-COULOMB-Versagenskriteriums;

(b) k und « bei Zugrundelegung des DRUCKER-PRAGER-Versagenskriteriums.

HINWEIS: Eine direkte Umrechnung zwischen den Parameterpaaren ¢ und ¢ bzw. k und «

mit den entsprechenden Formeln im Skriptum ist in diesem Beispiel nicht zuldssig.

2. Berechnen Sie fiir einen Spannungstensor o4,

~198 0 -6
oi=| 0 -266 0 |kN/m?,
68 0 671

jene Spannungstensoren o/$ = Ay - oq und oPF = A\pp - 0,4, welche Versagen nach MOHR-

COULOMB bzw. DRUCKER-PRAGER hervorrufen, bei Beriicksichtigung der unter Punkt 1

bestimmten Materialparameter, sowie mit A € R, A > 0.
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Losung:

1. (a) Gemif Gl (7.21) ¢ =2 220197 KN _ 209I0TKN 199 g1 k¥
Gemif Gl. (7.20) ¢ = arcsin(m) 22,5° ~ 0.392441

(b) T = 2 V2. 5982m2_597§k_N~345255kN

Gemih Gl (7.23) 02 = 4- 05> " = 4. -99,6 KN = 1196 KN _ _39g ¢ kY

3
\/— / 2477476 kN ~ 908, 749 kN

_ _ 5512 kN 1837 3 kN

3 m?

\/J_2<k: oo, =

k= 906823\/_ kN 189 107 kN

o =243 0 391678

1079

2. (a) Gemih Gl (7.27) gilt o775 = (~43,45 + 0,25 - /9689) K5 - A

Gemiif Gl (7.30) gilt Ao =20 Nyyo™ = B s 23,1073
—457524 0 ~157,13

oM = Ao -og ™ 0 -614,654 0
157,13 0 -1550499] _

(b) Gemiik Gl. (7.31) folgt JJ* = \2. 700,203 (X)*

Gemiif Gl (7.31) folgt ot = A+ (—+22) &Y = —\. 37,83 K
App = LLT8060(L0T9-/2I006T276940) ., 165 949

55955288367
-321,597 0 -110,447
Uﬁi )\Dp Og R 0 —4327044 0
-110,447 0 -1089,855

€1,e2,e3
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1. Kolloquium WS2016/2017
3. Beispiel: Zugversuch

Angabe:

Gegeben ist ein Zugstab aus schichtweise aufgebautem Material mit einer rechteckigen Quer-

schnittsfliche 20cm x 25cm. Die Richtung normal zur Schichtung ist durch den Vektor r =

[2,2,5]T definiert. Der Spannungszustand im Probekorper ist homogen. Der Stab ist durch die
Oberflachenkréfte T(e3) = p- es mit p = 350 N/cm? belastet.

Gesucht:

1.

Berechnen Sie den Spannungstensor in einer beliebigen Basis, der im

Probekorper zufolge der wirkenden Oberflachenkréfte herrscht.

Berechnen Sie den Traktionsvektor, der auf die durch den Normalen-

vektor r definierten Ebene wirkt, in der Basis eq, es, e3.

Berechnen Sie die Normalspannungskomponente und die Schubspan-

nungskomponente des im Punkt 2 ermittelten Traktionsvektors.

Fiihrt die Belastung zum Versagen des Probekorpers unter der An-
nahme, dass das Probenmaterial in einer auf den Vektor r normal ste-
henden Ebene eine maximale Normalspannung von 250 N/cm? auf-

nehmen kann?

. Fiihrt die Belastung zum Versagen des Probekorpers unter der An-

nahme, dass das Probenmaterial in einer auf den Vektor r normal
stehenden Ebene eine maximale Schubspannung von 175 N /cm? auf-

nehmen kann?

)

p

HINWEIS: Fiir die Punkte 4 und 5 ist ein rechnerischer Nachweis zu erbringen.

BEISPIELSAMMLUNG FESTIGKEITSLEHRE
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Losung:

1.

2.

a’zp-e3®e3=35()c%-e3®e3

n = W = (2 2 5)816265/\‘ 33
T=0-n —5'}?/\/_3'83:\}%)222'63
. 0=T-n, =25p/33 = ggi?nN
7= VI =02 = V8 - ()"0 = 252

. 0 =265, 15 5 > 250 = 0l

Ja, die Belastung zu einem Versagen, wenn die auf r normale Flidche eine maximale Nor-

malspannung von 250 N/cm? aufnehmen kann.

7| = 35001/2/33 B~ 149,992 55 <175 55 = 7., = Nein, die Belastung fithrt zu keinem
Versagen, wenn die auf r normale Flache eine maximale Schubspannung von 175N /cm?

aufnehmen kann.
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Ersatzkolloquium WS2015/2016
2. Beispiel: Versagenskriterium nach Mohr-Coulomb

Angabe:
Gegeben: Ein Baustoff sei charakterisiert durch den Winkel der inneren Reibung ¢ = 13,34° und

die zunéchst unbekannte Kohésion ¢ geméaft des MOHR-COULOMBschen Versagenskriteriums.

Gesucht:

1. Eichen Sie die unbekannte Konstante ¢ anhand des Ergebnisses eines reinen Schubversuchs.
Der gemessene Spannungszustand zum Versagenszeitpunkt lautet o g = Tprit(€1 ® €2+ €2 ®
81) mit Tkrit = 46 MPa.

2. Der untersuchte Baustoff wird einem homogenen Spannungszustand o mit den Komponen-
ten 011 = 099 = =5 MPa, 033 = 5 MPa, 015 = 3 MPa, und 093 = 013 = 0 unterworfen. Berechnen

Sie den Laststeigerungsfaktor A bei dem Materialversagen eintritt.

3. Ermitteln Sie die Schubspannung, die zum Zeitpunkt des Versagens (Spannungszustand

Ao) in einer Ebene mit Flachennormale r = [2 2 1]7 wirken wiirde.

4. Stellen Sie den in Punkt 2 gegebenen Spannungszustand o, sowie den Grenzspannungs-
zustand Ao in der MOHRschen Ebene mafistdblich dar. Zeichnen Sie auch die durch die

Formel 7 = ¢ — 0-tanp gegebene Versagensgrenze ein.

BEISPIELSAMMLUNG FESTIGKEITSLEHRE




Losung:
2.1 Fichen
reiner Schubspannungszustand: o; = =077 = Trrie = 46 MPa

einsetzen in das MOHR-COLOUMBsche Festigkeitskriterium f(o) = 0 liefert: ¢ = 47,28 MPa

2.2 Laststeigerungsfaktor

Hauptspannungen fiir den gegeben o lauten: o; = 5, 077 = =2, o777 = -8 MPa, daraus folgt \ = 7,47

2.3 Schubspannungen in der Ebene normal zu r

Der Normalvektor muss normiert werden: n = r/|r| = [2/3 2/3 1/3]7.
Der Traktionsvektor auf der Ebene folgt aus der Cauchy-Formel:
T(n)=Xo-n=[-9,97 -9,97 12,46]"

Es folgen die Normalspannung ¢ =n-T(n) = -9,13 MPa und

die Schubspannung 7 = +V/T? - 2 = £16,44 MPa.

2.4 Darstellung von o, Ao in der MOHRSCHEN EBENE
Versagensgrenze || = ¢ — o tang
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1. Kolloquium WS2015/2016

1. Beispiel: Hangender Stab unter Eigengewicht

Angabe:

Gegeben:
Ein Stab mit Lénge [ ist nur durch sein

Eigengewicht (wirkt in e,-Richtung, p= Dichte,
g = Erdbeschleunigung) belastet und wird an seiner
Oberseite gehalten. Der einaxiale, inhomogene Span-
nungszustand o (z) beschreibt das Spannungsfeld in

diesem hingenden Stab.
Der Stab besteht aus geschichtetem Material, wobei

die Schichtung mit der e,,e,~-Ebene einen Winkel von
55° einschlieft, siehe Skizze. Folgende Normal- und

Schubspannungen sind in der Schichtfliche zulassig:

e zuldssige Schubspannung in der Schichtflache:
Tou = 1,5 MPa

e zuléssige Druckspannung normal zur Schichtfla-
che: gPruek = 5 0 MPa

zul -

e zuldssige Zugspannung normal zur Schichtfla-
che: 02" = 1,0 MPa

zul  —

Gesucht:

1. Kontrollieren Sie, ob die lokale Gleichgewichtsbedingung in jedem Punkt des Stabes erfiillt

ist (dive +f =0).

2. Ermitteln Sie die maximal moégliche Lange [,,,, des Stabes, ohne dass die zulédssigen Span-

nungen iiberschritten werden.

p=8000kg/m3, g =9,81m/s?

Schichtflachen

3. Stellen Sie den Spannungszustand o (z =0) fiir [ =

lmee I der MOHRschen Ebene mafistdblich dar.

4. Berechnen Sie, wiederum fiir z = 0 und [ = [0z,
die Normal- und Schubspannungskomponenten der
Traktionsvektoren T(n;) und T(ny), die auf die Fl4-
chenelemente mit den Normalvektoren n; und n,
wirken (siehe Skizze). Zeichnen Sie diese Traktions-
vektoren — sowohl in der MOHRschen Ebene als auch

in den nebenstehenden Skizzen — ein.

l777,al‘

v

n; und ny liegen in der x, z-Ebene

—]

€y

29

—

<
{

€y

e,

AW

€z,8y,ez

i

ks
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Losung:

00 10 805@ 00,
+ +

9 ox dy 0z

dive = —f, mit f = pge, da % = —pg ist und damit die doye 0oy, 0oy,

< - + =0 Vv
Gleichung der dritten Zeile erfiillt ist (die ersten beiden ox Jy 0z

00 ., . 00y . do..
Ox dy 0z

Die zuléssigen Spannungen beziehen sich auf ein Koordinatensystem

I
o

v

Spannungsfeld erfiillt die Gleichgewichtsbedingung

Gleichungen sind trivial erfillt).

in Faserrichtung. Es miissen also zuerst die e,, e,, e.-Komponenten des
gegebenen einaxialen Spannungszustandes in diese Faserrichtung trans-
formiert werden (Achtung: Transformationsformeln in die z,z-Ebene /
permutieren und den Winkel von der z-Achse betrachten). Da nur

0.. # 0 (alle anderen Komponenten sind Null), vereinfachen sich die

ebenen Transformationsformeln zu:
O'il = Uzz(COS 350)2 = pgl (COS 350)2
0hy = 0. (sin 35°)* = pg (sin 35°)°

04 = =0, €08 35° sin35° = —pg [ cos 35° sin 35°

€

1 / : Zug . / . .
Die Zugnormalspannung o, kann dann mit o7, ;” und die Schubspannung o7, mit 7.,; verglichen

werden, um die maximale Stablénge zu ermitteln:
Zug

I _ Zug lea — O zul —
022 = 0 = lmaw ~ pg(cos55°)? T 38,7111
/ — T — Tzul —
ool =T = e = 7cosast smaw = 40,7m

Die maximale Lange ergibt sich also aus den Zugnormalspannungen und betragt l,,,,, = 38,7 m.

Der Normalvektor n; zeigt in e,-Richtung, daher gilt n; = e,. Die e, e5, e3-Komponenten des Nor-
malvektor ny folgen aus der Faserrichtung ny = [-sin55°, 0, cos 55°]7. Damit kann die CHAUCHY-

Formel fiir den Spannungszustand bei z = 0 ausgewertet werden:

0
T(n;) =0(2=0,l=l4) N1 = 0
PG lmaz) ...
0
T(ny) =0(2=0,l=lpe) N2 = 0
PG lmaz €OSDHD°

€1,e2e3
Das Flidchenelement n; hat nur eine Normalspannung o(n;) = pg line. = 3,04 MPa, 7(n;) = 0 (siehe

MoHRschen Kreis). Fiir das Flachenelement ny folgen Normal- und Schubspannungskomponente
aus:

o(ny) =ny - T(ny) = pg linas(cos 55")2 =1,0 MPa.

7(ny) = /|T(n2)2 - 0(n2)? = 1,43 MPa.

Natiirlich muss gelten, dass fiir [=1,,,, an der Staboberseite normal zur Faserrichtung genau die

Zug
zul °

Zugfestigkeit auftritt, also o(ny) Lo
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7(ny)

\4((37, ny)

BEISPIELSAMMLUNG FESTIGKEITSLEHRE




1. Kolloquium WS2015/2016
2. Beispiel: Festigkeitskriterien fiir Metall-Komposit-Werkstoff

Angabe:

Gegeben: Fiir einen metallischen Komposit-Werkstoff kann laut einer Bemessungsvorschrift so-
wohl das VON MISES Kriterium (mit Festigkeitsparameter k = 173,2 MPa) als auch das Drucker-
Prager Kriterium (mit den Parametern k& = 173,2 MPa und « = 0,2) verwendet werden. In einem
aus diesem Werkstoff gefertigten Bauteil tritt ein ebener Spannungszustand o mit den Kompo-

nenten o1 = 150 MPa, 095 = =50 MPa und o5 = 80 MPa auf.
Gesucht:

1. Ermitteln Sie die Laststeigerungsfaktoren A\,); und App, mit denen der gegebene Span-
nungszustand o proportional gesteigert werden kann, damit gerade Materialversagen nach

VON MISES (Index vM) bzw. DRUCKER-PRAGER (Index DP) eintritt.

2. Stellen Sie den gegeben Spannungszustand o, sowie A,y o und App o und die Versagens-

meridiane nach VON MISES und DRUCKER-PRAGER im &-r Diagramm mafsstéablich dar.

3. Erklaren Sie, anhand Threr Skizze, warum eines der beiden Kriterien einen groferen Last-
steigerungsfaktor liefert. Fiir welche Spannungszustéinde wiirden beide Kriterien den glei-

chen Laststeigerungsfaktor liefern? Geben Sie ein Beispiel an.

4. Berechnen Sie die hydrostatische Zugfestigkeit (Hinweis: o;=077=0;7) des Materials unter

Anwendung des DRUCKER-PRAGER Kriteriums.
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Losung:

Fiir den gegebenen ebenen Spannungszustand gilt:

Jg =1 (02 - 01102 + 02, + 30%,) = 17233 MPa®

Om = % (011 + 022) = 33,33 MPa

VON MISES: \/J§ —k=-4192<0 = A, =132
DRUCKER-PRAGER: \/J§ —k + a0, =-3526<0 = App=126

Das DP-Kriterium liefert also einen kleineren Laststeige- B =

r=/2J3
rungsfaktor, da im Gegensatz zum vM-Kriterium auch der
hydrostatische Spannungsanteil (charakterisiert durch o,,) Aort O vM
mit ins Kriterium eingeht. In diesem Fall gibt es einen hy- Teo = V2K

drostatischen Druckanteil, man kommt also ndher zur Ke-
gelspitze, und der aufnehmbare deviatorische Spannungs-

anteil wird kleiner. Dementsprechend wiirden nur rein de-

viatorische Spannungszustinde A,y = App liefern, bei-

— 1

&l

spielsweise ein reiner Schub: o =p(e;®e; —e; ® €y).
r-£-Koordinaten des Spannungszustandes: r = \/ﬁ =185,6bMPa, &= \I/—% = 57,74 MPa
Fiir beide Versagensmerdiane gilt: ro = 2k = 244,94 MPa,

Die hydrostatische Zugfestigkeit fs,q ergibt sich aus dem Spannungszustand:

Ohyd = fhyd (e;®@er+e ®e+e®ey).

Einsetzen in das DP-Kriterium ergibt f,q = k ~ 866 MPa

«
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1. Kolloquium WS2014/2015
1. Beispiel: Spannungszustand

Angabe:
Gegeben sind die folgenden Komponenten eines Spannungstensors o beziiglich einer orthonor-
malen Basis mit den Basisvektoren e;, e; und e3, zwei von den drei entsprechenden Hauptnor-

malspannungen o; und o7, sowie zwei Richtungen der Hauptnormalspannungen, e; und ej;;.

o1 0 30 0,9944 0,1054
o= 0 8 0 [kN/cm2], er = 0 , errr = 0
30 0 oy 0,1054 0,9944
€1,e2,e3 €1,e2,e3 el,e2,e3

o7 = 243,18 kN/em®, o7y = —43,18 kN/em®.
Gesucht:

1. Schreiben Sie die charakteristische Gleichung des Eigenwertproblems und die Definition der

zugrunde liegenden Variablen an.

2. Berechnen Sie die Komponenten o1; und o33 des Spannungstensors unter der Voraussetzung,

dass diese im Verhéltnis (-6):1 stehen.

3. Ermitteln Sie die dritte Hauptnormalspannungsrichtung. Schreiben Sie die Transformati-
onsmatrix zur Transformation des Spannungstensors aus der e, ey, e3-Basis in die ey, ey,
e;rr-Basis an und geben Sie die Transformationsregel an.

4. Berechnen Sie die Normalspannungskomponente o, die auf eine Ebene wirkt, deren Fla-
T

chennormale in die Richtung r = ( 3 0 4 ) weist.

€1,e2,e3
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Losung:
—03+ {02 - 150 +15 =0, wobei I{ =tro, I =die Summe der Unterdeterminanten, I§ = deto.
IV =011 +092+ 033 =07 +011+0711

aus gegebenen Spannungszustand erkennt man, dass o9 = 077 = 80kN/em? (da 045 = 09; = 0)

= o1 =240kN/em?, 033 = —011/6 = —40kN/cm?
Der dritte Basisvektor: e;; = ejrr x ey = ( 0 -1 0 )T

€1,e2,e3
In der Transformationsmatrix erscheinen die neuen Basisvektoren zeilenweise:

0,9944 0 0,1054

Q= 0 -1 0
0,10564 0 -0,9944
Die Transforrnautionsbeziehunegl:m7(33
or 0 0 240 0 30 243,18 0 0
0 o O =Q-[{0 8 0 QT = 0 80 0 kN/em?
0 0 omr 30 0 -40 0 0 -43,18
erernerrr e1,e2,€3 ererrerrn

n = :%( 3 0 4 )Zl’eg’e?) :( 06 0 08 )Zl,eg,e3

Die Normalspannungskomponente: o =n’ - o -n = 89,6 kN/cm?
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1. Kolloquium WS2014/2015
2. Beispiel: Festigkeitskriterien

Angabe:
Gegeben ist ein Spannungstensor o, der den Beanspruchungszustand eines Probekorpers be-

schreibt:

=25 0 8
o= 0 0 0 MPa
8§ 0 -17

€1,e2,€3

Gesucht:

1. Bestimmen Sie anhand der Versagenshypothese nach MOHR-COULOMB mit den Parame-
tern ¢ = 10° und ¢ = 15 MPa, ob der gegebene Spannungszustand zum Versagen des Mate-

rials fiihrt.

2. Bestimmen Sie auf Basis der Hypothese nach MOHR-COULOMB jenen Spannungszustand,
bei dem der Baustoff in einem biaxialen Druckversuch gerade versagen wiirde, wobei eine

Normalspannungskomponente doppelt so groft wie die zweite ist: o = —fy(e; ® €1 +2(e; ®

eg)).

3. Berechnen Sie den Parameter k fiir das Versagenskriterium nach DRUCKER-PRAGER mit

a = 0,5, damit der Spannungszustand aus Punkt 2 gerade zum Versagen fiihrt.

4. Stellen Sie den biaxialen Spannungszustand, sowie die Versagensfliche nach DRUCKER-

PRAGER im r-¢ Diagramm malfsstéablich dar.
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Losung:
Hauptnormalspannungen: oy = 0; o7 = =12,056; o777 = —29,944 MPa

i s
Mohr-Coulomb-Versagen: o; QC*?OHS‘Z - 0115, i‘()‘;i -1=-0,163

Hauptnormalspannungen in einem biaxialen Versuch: o; =0; 077 = —fw; o111 = =2 f MPa
Die biaxiale Druckfestigkeit: —(-2f.) Lsing _ 1 _( = | fen] = 17,876 MPa

2c cosp

Drucker-Prager-Versagen:
Jg =4 ((01 —o1) + (o1 - o) + (orir - 01)2) = 319,562 MPa?
O = % (or+051+0777) =-17,876 MPa
JS+ao,-k=0 = k=8938MPa
7

r-§-Koordinaten des Spannungszustandes: r = 1/2J§ = 25,281 MPa, &= 75 = —30,963 MPa

r=v2Jf [MPa

oe(—30,963, 25,281)

Teo = V2k = 12,641
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1. Kolloquium WS2013/2014
1. Beispiel: Spannungsanalyse und Basiswechsel

Angabe:

Gegeben ist ein homogener Spannungszustand (Spannungstensor o) in einem Holzbauteil und
der Einheitsvektor n, der normal auf die Ebene einer im Holzbauteil befindlichen Leimfuge
steht, jeweils mit den Komponenten beziiglich einer kartesischen ey, e;, es-Basis. Weiters ist ein
e}, e}, e;-Basissystem gegeben. Die Basisvektoren e} und e} liegen dabei in der e;-e3-Ebene und
sind gegeniiber e; und e; um einen Winkel v gedreht (siehe Abbildung). Der Basisvektor €} ist

parallel zu e,, zeigt aber in die Gegenrichtung.

00 0 v
o=[0 0 0| MPa I €\ 1 &
00 -9 e, \ 1es
€1,e2,e3
€
¢ N ~
0,1826 e € es
n=|-0,3651 o / egf
~0,9129 e
\\ e, e _
vy B Y, e
. el

Gesucht:

1. Berechnen Sie den Traktionsvektor T'(n), der in der Ebene der Leimfuge wirkt, und geben

Sie seine Komponenten beziiglich der ey, es, e3-Basis an.

2. Ermitteln Sie rechnerisch, ob die Schubspannungskomponente des Traktionsvektors T'(n)

die zuléssige Schubspannung 7,;; = 6,0 MPa in der Leimfugenebene iiberschreitet.

3. Berechnen Sie die Transformationsmatrix Q, die zur Transformation von Tensorkompo-
nenten aus dem eq, ey, e3-Basissystems in das ef, e}, e;-Basissystem dient. Geben Sie ana-
lytische Formeln fiir die Elemente dieser Transformationsmatrix Q in Abhéngigkeit des

Winkels v an.

4. Berechnen Sie die Komponenten des Spannungstensors o bezliglich der e}, e, ej-Basis.

Verwenden Sie dazu die in Punkt 3 bestimmte Transformationsmatrix und v = 20°.
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Losung:
0
T(n)=0-n=| 0 MPa
8,216
Normalspannungskom;(l)ﬁze’;gte oc=n-T=-75MPa
Schubspannungskomponente 7 = \/|T|27—02 =3,3541 MPa < 6,0 MPa = 7,3
cosy 0 —sinvy

Transformationsmatrix Q = [siny 0  cos~y

0 -1 0

ol oly Ol 00 0 -1,053 2,893 0

O3 O35 Ogg =Q-{0 0 0 QT =]2893 -7,9472 0| MPa
O3 O3 Osy ol b 00 -9 o1 0.0 0 0 oy
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1. Kolloquium WS2013/2014
2. Beispiel: MOHR-COULOMBsches Festigkeitskriterium

Angabe:
Gegeben ist ein Spannungstensor o, der den Beanspruchungszustand in einem bestimmten

Punkt eines Korpers aus Beton beschreibt:

-10 0 -6
o= 0 2 0 MPa
-6 0 -12
€1,e2,e3

Gesucht:

1. Bestimmen Sie anhand des Festigkeitskriteriums nach MOHR-COULOMB (Winkel der inne-
ren Reibung ¢ = 10°, Kohésion ¢ = 15 MPa), mit welchem Faktor A der Spannungszustand

proportional gesteigert werden kann, damit gerade Materialversagen eintritt.

2. Geben Sie die e, e5, e3-Komponenten des Basisvektors e; an, der in Richtung der grofsten

Hauptnormalspannung zeigt.

3. Stellen Sie den gegebenen Spannungszustand o mittels der MOHRschen Kreise und die

durch || = ¢ - o tan ¢ gegebene Versagensgrenze im o-7-Diagramm mafstéblich dar.

4. Tragen Sie den groften MOHRschen Spannungskreis des Spannungszustands Ao in Thre
Zeichnung ein. Ermitteln Sie (in der MOHRschen Ebene) die Orientierung des Traktions-
vektors T(np ), der zu Materialversagen fiihrt. Geben Sie auferdem die Komponenten
des zugehorigen Normalvektors njy;o beziiglich des Basissystems ey, err, err; an, wobei die

Basisvektoren in die Richtung der Hauptnormalspannungen zeigen.
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Losung:
Hauptnormalspannungen: oy = 2,000; 077 = -4,917; o7 = —17,083 MPa
o Ane —(05573<1 = A=1,7945

2c cos g

1+sin
2c cosp

Mohr-Coulomb-Versagen: o;

Aus 019 = 093 = 0 und 099 = g folgt die Richtung der groften Hauptnormalspannung
0

er=ey =11

0

€1,e2,e3

Versagensgrenze |7| = ¢ — o tanp
T

T (1’13,[(][6 :' $ ~
/ : ®
C

W

(g
Orrr K42(9 11 % I
L groBter Kreis Ao

Der Traktionsvektor féllt auf den groften Mohrschen Spannungskreis, daher gilt n;; = 0. Die

[

beiden anderen Komponenten erhélt man aus dem Winkel ©: n; = cos © und nj;; = sin ©.
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Ersatzkolloquium WS2012/2013
2. Beispiel: Elastizitatstheorie / Versagenskriterium

Angabe:
Gegeben ist ein Probekorper aus Beton (Schubmodul = 12,5 GPa, Querdehnungszahl = 0,2,
Winkel der inneren Reibung = 10° und Kohésion = 15N/mm?). Er wird einem homogenen

Beanspruchungs-zustand unterworfen, beschrieben durch folgende Komponenten des linearisier-

ten Verzerrungstensors € beziiglich einer orthonormalen Basis e;,e;,e3:

~0,0005 0 0
€= 0 0,000 0
0 00,0001

€1,e2,e3

Anmerkung: Den Berechnungen ist die linearisierte Flastizitdtstheorie zugrunde zu legen.

Gesucht:

1. Bestimmen Sie die physikalische Dehnung des Korpers in der durch den Vektor n gegebenen
Richtung:

NI— N Sl»—t
no

€1,e2,e3

2. Berechnen Sie die relative (prozentuelle) Volumsanderung des Probekorpers, die durch die

Bean-spruchung hervorgerufen wird.

3. Berechnen Sie die Komponenten des Spannungstensors o beziiglich der orthonormalen Basis

€1,€2,€3.

4. Ermitteln Sie den Laststeigerungsfaktor, mit dem die Belastung multipliziert werden muss,

damit Versagen nach dem Kriterium von MOHR-COULOMB gerade eintritt.

Losung:

Dehnung in der n Richtung ¢, &, =n’-e-n=-2-10"*

Relative Volumsanderung: AV = tre =-3-10~*

Spannungstensor: £ =30000 N/mm? (MPa), 013 = -15 N/mm? (MPa), o095 =033 =012=013 =
093 = 0 Laststeigerungsfaktor: o; =0, o7 =-15 MPa, )\ =2.3834
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1. Beispi—el: Riaumlicher Spannungszustand

Angabe:
Gegeben sind die Komponenten eines Spannungstensors o beziiglich einer orthonormalen Basis

€1,€2,€3:

100 —-58 0
o=| -58 500 256 [N/em?]
0 256 350

€1,e2,e3

Dieser Tensor beschreibt den homogenen Spannungszustand in einem Probekdorper.
Gesucht:

1. Schreiben Sie die charakteristische Gleichung des Eigenwertproblems zur Bestimmung der
Hauptnormalspannungen an. Geben Sie dabei die Invarianten des Spannungstensors zah-

lenméfig an.

2. Geben Sie die Hauptnormalspannungen sowie die zugehorigen Spannungshauptrichtungen
er, ey, eryr (als Einheitsvektoren) an. Wie grofs ist die maximale Schubspannung, die auf
den

gegebenen Probekorper wirkt?

3. Bestimmen Sie den hydrostatischen Anteil (10,,) und den deviatorischen Anteil (Span-
nungsdeviator s) des Spannungstensors o, in der Basis e;,e,e3. Berechnen Sie die zweite

Invariante des Spannungsdeviators s.

4. Ermitteln Sie betragsmafig die Normalspannungskomponente und die Schubspannungs-
komponente des Spannungsvektors T, der auf ein Flichenelement mit Normalenvektor n

wirkt. Die Komponenten des Vektors n sind beziiglich der Basis e;,es,e3 definiert zu

+0,9129
n=1{ -0,1826
+0,3651

€1,e2,e3
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Losung:

Charakteristische Gleichung: —o3 - 50 02 + 258 900 o — 25231 000 = 0

Hauptnormalspannungen und Spannungshauptrichtungen:

or =421,9028 N/em? o7 =103,8661 N/cm? o5 =-575,7689 N/cm?

e; =[-0,0487 0,2701 0,9616] e;; =[0,9954 —0,0664 0,0690] e;;; = [0,0824 0,9605 — 0,2656]
Grofste Schubspannung: 7p,q, = 2L = 498,8359 N /cm?

Hydrostatischer und deviatorischer Anteil:

~16,6667 0 0 116,6667 —58,0000 0
Om = ~16,6667 0 | NJem?  s-= -483,3333 256,000 N/cm?
0 0 -16,6667 366,6667

€1,€2,€3

2. Invariante des Spannungsdeviators: J§ = (Ig)g - 1§ =2,5973-10° N2 /cm*

Spannungstranformation: o, =n’-o-n=98,5219 N/cm? 7, =+/|T]?-02 =156,8930 N/cm?
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1. Kolloquium WS2012/2013
2. Beispiel: Versagenskriterium nach Mohr-Coulomb

Angabe:
Gegeben: Ein Baustoff sei charakterisiert durch den Winkel der inneren Reibung ¢ = 13,3424°
und die Kohésion ¢ = 18,9738 N/mm?, geméf des MOHR-COULOMBschen Versagenskriteriums.

Gesucht:
1. Bestimmen Sie die einaxiale Druckfestigkeit dieses Baustoffs.

2. Stellen Sie die MOHRschen Spannungskreise bei Erreichen der uniaxialen Druckfestigkeit

dar. Zeichnen Sie auch die durch die Formel 7 = ¢ - 0-tangp gegebene Versagensgrenze ein.

3. Bestimmen Sie den Spannungszustand, bei dem der Baustoff in einem triaxialen Druckver-
such gerade versagen wiirde, wobei der axialsymmetrische Seitendruck viermal kleiner ist

als der dazu orthogonal wirkende Druck (o7 = 077 = Z1).

4. Stellen Sie die MOHRschen Spannungskreise, die dem in Punkt 3 bestimmten triaxialen

Spannungszustand entsprechen, graphisch dar.

Losung:

Einaxiale Druckfestigkeit: f. =48 N/mm? o;;; = —f. = -48 N/mm?

Triaxialer Spannungszustand: & iazia: 07 = o7 = =20 N/mm?, o777 = =80 N/mm?
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1. Kolloquium WS2011/2012
1. Beispiel: Raumlicher Spannungszustand

Angabe:
Gegeben sind die Schubkomponenten eines Spannungstensors o mit Bezug auf ein globales
xr1-ro-r3-Koordinatensystem, die drei entsprechenden Hauptnormalspannungen o, o;; und oy,

sowie zwei Richtungen der Hauptnormalspannungen, e; und ey;.

o 225 0 ~0,9950 +0,0245
o=| 225 oy 123 | [N/em®], e;={ -0,0998 },e;;={ -0,1677
0 123 04 ~0,0078 ~0,9855

o7 = 1806,6 N/em®, o7 = 243,9 N/em®, oy = —489,5 N/em®,
(GGesucht:

1. Schreiben Sie die charakteristische Gleichung des Eigenwertproblems an.

2. Berechnen Sie die Komponenten o1, 099 und o33 des gegebenen Spannungstensors unter

der Voraussetzung, dass diese im Verhéltnis 8:(-2):1 stehen.
3. Berechnen Sie die Richtung der 3. Hauptnormalspannung.

4. Bestimmen Sie den hydrostatischen Anteil (mittlere Normalspannung) und den deviatori-
schen Anteil (deviatorischer Spannungstensor s) des Spannungstensors o. Berechnen Sie

die zweite Invariante des Spannungsdeviators s.

5. Ermitteln Sie den Betrag der Normalspannungskomponente des Spannungsvektors T, der
auf ein Flachenelement mit Normalvektor n wirkt. Die Komponenten von f beziehen sich

auf das x1-z9-r3-Koordinatensystem.
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Losung:

Berechnung der Invarianten 7, I§ und I mit Hilfe von o7, o7 und oyyy.
Charakteristische Gleichung: —o2 + 1561 02 + 563090 0 — 215688 258 = 0

O11+ 090+ 033 =17 > 091 = 1784 N/cm?, 099 = 446 N/cm?, 033 = 223 N/cm?.

errr = e; x ery = [0,0970 - 0,9804 0,1644]7

Hydrostatischer und deviatorischer Anteil: o;; = 0,,0;; + s;; mit o, = %[ 7 =520,33 N/cm?,
011 — Om 019 013 1263,7 225 0
Sij = 022 = O 023 =] 225 -966,3 123 | N/cm?
033 — O 0 123 -297,3

2. Invariante des Spannungsdeviators: J§ = (Ig)z - 19 =1375330 N2 /cm?

5 N N o= Lo T
Spannungstranformation: n = —=[2 1 4]
oc=n"-0-n=5782 N/cm?
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1. Kolloquium WS2011/2012
2. Beispiel: Versagenskriterium nach Drucker-Prager

Angabe:

Gegeben: Experimente an sproden Versuchskérpern wurden durchgefiihrt und ergaben eine
einaxiale Druckfestigkeit von f., = 30,3 N/mm? (Hinweis: o; = 077 = 0 > oy;7) und eine biaxiale
Druckfestigkeit f, (Hinweis: o7 = 0 > o7 = o777). Weiters ist der Festigkeitsparameter k = 12,3
N/mm? (des DRUCKER-PRAGERschen Versagenskriteriums) gegeben.

Gesucht:

1. Bestimmen Sie den 2. Festigkeitsparameter a des Versagenskriteriums nach DRUCKER-

PRAGER sowie die biaxiale Druckfestigkeit f.

2. Ermitteln Sie auf Grundlage des Versagenskriteriums nach DRUCKER-PRAGER die Laststeig-
erungsfaktoren App, um welche die folgenden Spannungszusténde o proportional gesteigert

werden kénnen, bis Versagen eintritt.

-24 0 -8 -53 85 -9
Oq= 0 -10 01 oy=| 85 -11 12 | N/mm?
-8 0 -20 -9 12 -23

3. Stellen Sie die Versagensfliche nach DRUCKER-PRAGER, die Spannungspfade des einaxialen
und biaxialen Druckversuches sowie den Spannungszustand o, in einem r-{-Diagramm des

Hauptnormalspannungsraums dar; Makstab: 1 mm = 1 N/mm?.

4. Wo wiirde der Schnittpunkt eines (im Ursprung beginnenden) Spannungspfades mit der
Versagensflache liegen, wenn die Steigung dieses Spannungspfades im r-£-Koordinatensystem

-1,2 betragt (rechnerische Losung)?
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Losung:

einaxial: o.,: oy =07 =0, o777 =-30,30 N/mm?, J§ = 306,03 N2/mm*, 0,, =-10,1 N/mm?
biaxial: o 07 =0, o7 =011 = = fev, IS = f2/3, 0 = =2/3 fu

Einsetzen in das Drucker-Prager-Kriterium — a =0,514, fu = 52,45 N/mm?
Laststeigerungsfaktoren:

o, JJ =116 N?/mm?, 0, = -18 N/mm?, f(o,)=-10,78 <0~ Fall 1 - X\ =8,12

oy J9 =765,25 N2 /mm?, 0, = -29 N/mm?, f(o}) = 0,45 > 0 - Fall 3, Spannungszustand nicht

zuléssig

7 [N/mm?]

T

Teo = kV2 =174

: : : mm?
-60,6 312 -175 ¢ [N/
Schnittpunkt:
Spannungspfad r = -1,2¢
Versagensflache r = =1 & + 7, mit p = \/ga = 0,420 und re, = kv/2 = 17,4 N/mm?
Schnittpunkt: £ = -22,3 N/mm?, r = 26,8 N/mm?
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1. Kolloquium WS2010/2011
3. Beispiel: Spannungstransformation

Angabe:

Gegeben ist ein Spannungstensor o mit Bezug auf ein globales x-y-z Koordinatensystem.

5420 0 0
o=| 0 -1335 2470 | [N/em’]
0 2470 1680

Hinweis: 0., = 01 = 5420 N /em? bezeichnet eine Hauptnormalspannung,.

Gesucht:

1. Berechnen Sie die Hauptnormalspannungen und die zugehorigen Richtungsvektoren. Kon-
trollieren Sie das Ergebnis mit Hilfe der ersten und dritten Invariante des Spannungstensors

o.
2. Ermitteln Sie die Hauptschubspannungen.

3. Bestimmen Sie den hydrostatischen Anteil (mittlere Normalspannung) und den deviatori-
schen Anteil (deviatorischer Spannungstensor s) des Spannungstensors o. Berechnen Sie

die zweite Invariante des Spannungsdeviators s.

Losung:
Hauptnormalspannungen: Ebener Spannungszustand o1 = 0., = 5420 N/cm?

03y = B0\ J(1835160Y2 04702 o 5, = 3066 N/em?, 0y = 2721 N /em?
IY =04y + 0y, + 0., =01 + 03+ 03 =5765 N/cm?

Opy O
I$=0u-| Y "V l=01-09-05=-4,52-10 N3/cm6
Ozy Ozz

Winkel zwischen den Hauptspannungsachsen und dem urspriinglichen Koordinatensystem (y-z-
Ebene): oy = 60,7°

1 0 0 0 0
Richtungsvektoren: n( =| 0 |, n® =] cosa; |=] 0,49 |, n® =| —sina; |=| -0,87
0 sin oy 0,87 COos (vp 0,49

Hauptschubspannungen: 7 = 2894 N/cm?, 7 = 4071 N/cm?, 75 = 1177 N/cm?
Hydrostatischer und deviatorischer Anteil: 0;; = 0™;; + s;; mit o™ = %[10' =1922 N/cm?,

Opy — O™ Oy Oz 3498 0 0
Sij = Oy — 0™ Oy =| 0 -3257 2470 | N/cm?
Oy — 0™ 0 2470 -242

2. Invariante des Spannungsdeviators: JJ = (Ig)Q - 1§ =1,7552- 107 N2 /cm?, mit I§ = -6,47 -
105 N2/cm?
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1. Kolloquium WS2009/2010
2. Beispiel: Zugversuch

Angabe:

Gegeben ist ein Zugstab aus schichtweise aufgebautem Material mit einer quadratischen Quer-
schnittsfliche 5¢cm x 5ecm. Die Richtung normal zur Schichtung ist durch den Vektor r = (1]2[4)
definiert. Der Spannungszustand im Probekorper sei homogen.

L

X

=

Gesucht: Welche Last P kann aufgebracht werden, ohne dafs die zuldssige Spannung normal
zur Schichtung von 200 N/cm? bzw. die zuldssige Schubspannung in Schichtflichenrichtung von
100 N/cm? tiberschritten wird?

Losung:

e Der homogene Spannungszustand im Zugstab lautet:

0 0 0
035 = 0 0 0
0 0 o,

Mit Hilfe der Cauchy’schen Formeln léfst sich der auf die Schichtung wirkende Spannungs-
vektor berechnen:

T
tl(n) ZO'ij'an{O 0 4O'Z/\/21} y
wobei n; den normalisierten Richtungsvektor r; bezeichnet.

e Vergleich von o,, = tl(.n) -n; mit der zuldssigen Spannung normal zur Schichtung und

T2 = ||t§n)||2 — 02 mit der zuléssigen Schubspannung in Schichtflichenrichtung fithrt auf die
entsprechenden zuldssigen Spannungen. Aus der kleineren von Beiden ergibt sich weiters
die maximal zuldssige Kraft P von 5870 N.
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Abschnitt 11

DEFORMATION UND VERZERRUNG




1. Kolloquium WS2020/2021

8. Beispiel: Linearisierte Elastizitatstheorie
Angabe:

Gegeben ist der inhomogene Verschiebungszustand u(x) des nachfolgend dargestellten Bodens
mit Bezug auf ein globales z1-x5-r3-Koordinatensystems.

u(x=zey) = {(1 JFEI/()l(E ;)2V) [p—Qg(h2 ~23) +q(h- x1)]} e

Das Bodenmaterial ist als homogen und isotrop anzunehmen, die Erdbeschleunigung g = 9,81 m/ s?
wirkt in e;-Richtung, und die Kontaktfliche zwischen dem Bodenmaterial und dem starren Fels-
untergrund (x = he; + x3 €3 + r3€3) ist reibungsfrei.

vyvvyvvvve?

€1,

Boden

E = 35.000kN/m”

v = 0,30

p=15t/ m®

JFels Z
Abbildung 1.3: Horizontal unendlich ausgedehnte Bodenschicht auf starrem Felsuntergrund

Gesucht: Bestimmen Sie (mit ¢ = 50kN/m?) jene Tiefe z1, an welcher die Normalspannungs-
komponente o1 (21) = —125kN/m” betrigt.

Losung:

Mit dem inhomogenen Verschiebungsfeld u(x = x;e;) kann die Komponente des linearisierten
Verzerrungstensors £1; wie folgt bestimmt werden:
Ouy (1+v)(1-2v)
£ = = —
T oy E(1-v)

[Pg Ty + Q]

Die verbleibenden Komponenten folgen mit: 99 = £33 = €19 = €13 = €93 = 0. Fiir einen homogenen
und isotropen Werkstoff folgt die Normalspannung oy; (in Anlehnung an das verallgemeinerte
HooKEsche Gesetz mit AT = 0) mit:

_ E(l—V) - :_[ - ] . :q+0'11
(1+0)(1-20) 11 PIT1L+q 1 o

011

Durch beriicksichtigen der Eingangsparameter kann die entsprechende Tiefe x; ermittelt werden:

50 + (~125)
~1.500-9,81-103

oui(w1) = ~125kN/m’ = =[1.500-9,81-10% 21 + 50| — 1 = = 5,007m
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1. Kolloquium WS2020/2021

9. Beispiel: Auswertung von Dehnungsmessstreifen
Angabe:

Gegeben sind drei Dehnungsmessstreifen (DMS) in der dargestellten Anordnung.

Gemessene Dehnungen : Materialeigenschaften :
€go = 6-1074 E = 21000 kN/cm?

€150 =3-1074 v=0,3

€gpe = 6107

x1

DMSgo

Gesucht ist die Schubspannung o5 [ kN/cm?] unter Annahme eines ebenen Spannungszustands
(033 = 0) unter Zugrundelegung der linearisierten Elastizitéitstheorie.

Losung:

Unter Beriicksichtigung von

sin0° =0, cos0° =1, sin90° = 1, cos 90° = 0 und sin 45° = cos45° = \/5/2

ergibt sich fiir die Umrechnung der Komponenten des Verzerrungstensors unter Zugrundelegung
eines ebenen Spannungszustands:

£11(9) = 11 - cos? (V) + e95 - sin* (V) + 21 - sin(¥) cos(V)
€pe = €11 = 6 - 10_4
€gpe = E99 = 6- 10_4
€450 = 811/2 + 822/2 +E12 = 3- 10_4

Einsetzen der Ergebnisse in die Gleichungen des Hookschen Gesetzes, spezialisiert fiir den ebenen
Spannungszustand, ergibt:

E
V2015 = 1T-.2 (1- V)\/§€12

B 2e450 — €00 — €9

14w 2

_ 21000kN/cm? 2-3-107*-6-10"*-6-10~*
1403 2

012

= —4,8462kN /cm?
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1. Kolloquium WS2020/2021

10. Beispiel: Punktverschiebungen in der linearisierten Elas-

tizitatstheorie
Angabe:

Gegeben: ist eine ebene Scheibe unter Zug- und Scherbelastung, sowie deren E-Modul und die
Querdehnungszahl.

Oyy
o T — l:
D C :
| ] 10.0 6.0 0
o=[-6.0 40 0| kN/cm?
| I 0 0 0
7 | | " E = 3500 kN /cm?
v=02
l I h=12cm
y <A7 — j b=16cm
..
b

Gesucht ist die vertikale Verschiebung vp [ cm] des linken, oberen Eckpunktes (Punkt D), unter
Zugrundelegung der linearisierten Elastizitatstheorie.

Losung:

Einsetzen in die Gleichungen des Hookschen Gesetzes, spezialisiert fiir den ebenen Spannungs-
zustand, ergibt:

1 1
Eyy = — (VO +0,,)=—————(-0,2-10kN/cm?+4kN/cm?) =5,7143-104
W= VIt n) = e / fems)
1+v 1+0,2
gy = 019 = ————— (-6kN/cm?) = -20,5714 - 104
v E " 3500kN/cm? (=N em?)

Fiir die Verschiebung des Punktes D ergibt sich aus den Randbedingungen:

vp= eyh—2e,b= 57143-10*-12cm-2-(-20,5714-107*) - 16cm = 7,2686- 1072 cm

BEISPIELSAMMLUNG FESTIGKEITSLEHRE




Ersatzkolloquium WS2020,/2021
10. Beispiel: Punktverschiebung in der linearisierten Elasti-

zitatstheorie
Angabe:

Gegeben ist eine Scheibe aus Fichtenholz, siche Abbildung. Der linearisierte Verzerrungtensor

dieser Scheibe lautet in der e,-e,-e, - Basis:

5 25 0
e=] 25 5 0 .1072
0 0 75 eneyer
Ty
T T *
- 7 30+
T R
£ \A
§ \450 8
1 2 X

Oxx —

[T o

\ 85mm
[ I

Gesucht: ist die z-Koordinate von Eckpunkt 4 in der verformten Lage in [mm]|. Verwenden Sie
dabei die Annahme der linearisierten Elastizitétstheorie.

Losung:
r=-5-10"2-85mm+2-2,5-1072-100mm = 0,75 mm
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1. Kolloquium WS2019/2020
2. Beispiel: Linearisierte Elastizitatstheorie

Angabe:

Gegeben: Auf einem starren Felsuntergrund wird Bodenmaterial bis zu einer Hohe von £ = 10 m
(vor der Verformung) aufgeschiittet und mit einer vertikalen Gleichlast ¢ = 5-10* Pa belastet.
In allen horizontalen Richtungen sind Fels, Bodenaushub und Belastung unendlich ausgedehnt,
siehe Skizze.

Das Bodenmaterial ist homogen und isotrop, siche Abbildung. g=5-10"Pa

Die Erdbeschleunigung g = 9,81 m/s? wirkt in e,-Richtung. ARREARREARRE
Die Kontaktflache zwischen Boden und Fels ist reibungsfrei. I
e,z

Der inhomogene Verschiebungszustand im Boden lautet Boden
E =30-10° Pa
1+0)(1-2 v=03
u(z) = ( Ey()l(— ” V) [% (t2 - 22) +q(t- z)] e, p = 1500 kg/m?
mit z als vertikaler Koordinate. An der Oberflache gilt: z = 0. W%W

Gesucht
1. Berechnen Sie die Dicke der Bodenschicht nach der Verformung.

2. Berechnen Sie aus dem gegebenen Verschiebungszustand u, unter Zugrundelegung der
linearisierten Elastizitédtstheorie, den Verzerrungszustand & und den Spannungszustand o
als
analytische Funktion der gegebenen Variablen.

3. Kontrollieren Sie rechnerisch, dass
- u bzw. o die jeweilige Randbedingung bei z =t bzw. 2z = 0 erfiillt,
- o die lokale Gleichgewichtsbedingung in jedem Punkt des Bodenmaterials erfiillt,
- die Verwendung des linearisierten Verzerrungstensors in jedem Punkt des Bodens zuldssig
ist.
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Losung:

1. Die Verschiebung an der Oberflache erhélt man duch spezialisieren von u an der Stelle
2=0:u(z=0)=0.0306 m. = t,e, =t —u(z=0)=9.969 m.

2. Die Verschiebungsableitung % = % (=pgz — q) ist als einzige ungleich Null.
= Es entsteht ein einaxialer Verzerrungszustand in z-Richtung mit ., = %“;.

Mithilfe des Hookeschen Gesetzes folgt der Spannungszustand:

Oz 1 131/ 1:/ 0 Zy (_ng - q)
_ E(1-v) 1 1% 0 — _ _

Oyy | = Trv)(1-20) 1o 1 (=pgz - q)

Oz sym 1 €2s -pgz —q

3. - An der Oberfliche z = 0 muss die Spannungsrandbedingung eingehalten werden:
0..(2=0) % —q. Auswerten von 0..(2=0) ergibt 0,,(2=0)=-pg0—q=—-qv
An der Unterseite z =t muss die Verschiebungsrandbedingung eingehalten werden:
u,(z=1t) £ 0. Auswerten von uy(z=1t) ergibt u,(z=1t)=0v
Die Schubspannungsrandbedingung muss sowohl an der Oberseite (aufgrund der ausschliefs-
lich vertikalen Belastung) als auch an der Unterseite (aufgrund der Reibungsfreiheit) ein-
gehalten werden: 0,,(2=0) =0,,(2=0) =0,,(2=t) =0, (2 =1) 2 0.
Die Schubspannungskomponenten von ¢ sind unabhéngig von z gleich Null

- Die Gleichgewichtsbedingung dive + f = 0 wird folgendermafen kontrolliert:
Auswerten des Divergenzoperators ergibt dive = —pge., der Volumenkraftvektor lautet

f = pge., es gilt also dive + f = —pge, + pge, =0V

fir

- Zur Kontrolle der Zuldssigkeit des linearisierten Verzerrungstensors wertet man ‘%
=0.0012 «< 1; || =0.0049 « 1
z=0 0z lz=t
Da ‘68“; sowohl an der Oberseite als auch an der Unterseite wesentlich kleiner als 1 ist,
und 38“; eine lineare Funktion von z ist, gilt auch 68“;

gesamten Bodenmaterial zulassig.

die Stelle z =0 und z =t aus: ‘%

0<act! die Linearisierung ist daher im
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Ersatzkolloquium WS2018/2019
2. Beispiel: Verzerrungen

Angabe:
Gegeben sind die Komponenten zweier Verschiebungsfelder:
-2 Xl -2 X2
UA(X) = —2X2 ; uB(X) = +2X1
O €1,e2,e3 0 €1,€2,e3

Gesucht sind alle Unterpunkte fiir beide Verschiebungsfelder:

a. Berechnen Sie alle Komponenten der linearisierten Verzerrungstensorfelder e.
b. Berechnen Sie alle Komponenten der GREEN-LAGRANGEschen Verzerrungstensorfelder E.

c. Ist es zuléssig, anstatt des GREEN-LAGRANGEschen Verzerrungstensors den linearisierten
Verzerrungstensor zur Beschreibung des Verzerrungszustandes zu verwenden? Begriinden Sie
Thre Antwort anhand der relativen Fehler |( E1; —e11)/En1)-

d. Skizzieren Sie die (urspriinglich) quadratischen Flidchen der x;-zo-Ebene in der verformten
Lage x = X +u.
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Losung:

-2 0 0
a.e=|0 -2 0
0 0
€1,€2,e3
000
b. E=[0 0 0
0 00
€1,e2,e3
c. relativer Fehler: |(Ey; —€11)/E11| = o0
Es ist nicht zulassig, anstatt des GREEN-
LAGRANGE’schen Verzerrungstensors den
linearisierten Verzerrungstensor zur Be-
schreibung des Verzerrungszustandes zu
verwenden.
d.
A X, x,
(0,a) (a,a)
(-a,0) (0,0) Xo X
(a,0) -
(-a,-a) (-a,0)

Eine Starrkorperrotation um 7 (= 180°) um
die z-Achse.

=
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000

e=10 0 O

000
€1,e2,e3

2 00

E=(0 2 0
000 e1.09.05

relativer Fehler: |(E1; —e11)/En| =1

Es ist nicht zuldssig, anstatt des GREEN-
LAGRANGE’schen Verzerrungstensors den
linearisierten Verzerrungstensor zur DBe-
schreibung des Verzerrungszustandes zu
verwenden.

AX,, x,
(-a,3a)
(a,2a)
(-2a,a) (0,a) (a,a)
X1 Xy
(0,0) (a,0) >

Eine Rotation um arctan(2) (~ 63,4350°)
um die z-Achse als auch eine Streckung
in alle Richtungen in der x;-xo-Ebene mit

dem Faktor v/5.




1. Kolloquium WS2018/2019

2. Beispiel: Raumlicher Verzerrungszustand

Angabe:
Gegeben ist der Verschiebungszustand u eines wiirfelférmigen

Korpers mit Seitenldnge L = 100 mm,
1

u:m—L(X22+X2X3)e2+—X§e3,

und zwei Punkte O und A mit Lagevektoren
Xo =(0;0;0)T und X 4 = (50;50;100)Z

€e1,e2,e3 €e1,e2,es”’

Gesucht:

a. Ermitteln  Sie alle Komponenten des GREEN-
LAGRANGEschen Verzerrungstensors E und des linea-
risierten Verzerrungstensors

Xla‘rl',ul

€ beziiglich des ey, e;, e3-Koordinatensystems in Abhéngigkeit der Lagekoordinaten X, X5, X3.

b. Berechnen Sie die numerischen Werte der Komponenten des GREEN-LAGRANGEschen Ver-
zerrungstensors E und des linearisierten Verzerrungstensors € im Punkt A.

c. Ist es zuldssig, anstatt des GREEN-LAGRANGEschen Verzerrungstensors den linearisierten
Verzerrungstensor im Punkt A zu verwenden? Begriinden Sie Ihre Antwort anhand des rela-

tiven Fehlers |( E33 — e33)/ Es3l.

d. Berechnen Sie den Abstand zwischen O und A in der verformten Lage (Lagevektoren xo und

XA>.
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Losung:
a. 37;(11 = 3;21 = 86;?1 = g}‘; = O mit ¢ = 1 2 3 somit Ell = E12 = E21 = E13 = E31 = 0 und
€11 = €12 = €91 = €13 = €31 = 0 und

2X2+X3 1
Eyy = 1 92X, + X
22 10L [ *oop (2Xe 3)]
By = 2 [1 (22X, + X )]
7 9L 10L 77208

2X; 1[( X, )2 (2X3)2
By = =2 o|(22) (228
& 10L+2[(10L "\10z

sowie
E99 = 10L (2X2+X3)
€ _ X
%7 0L
2X;
€ = —
53 10L

b.  Einsetzen der Koordinaten von A (Lagevektor X 4)

0 0 0 0 0 0
E=|0 022 003 sowie €=| 0 02 0,025
0 003 022125 | 0 0025 02 |

C. |E33 633| = 0,0960 ~ 10%, dieser Fehler ist jedenfalls nicht deutlich kleiner als 1 und kann
somit mcht vernachlassigt werden. Die Verwendung des linearisierten Verzerrungstensors ist nicht
zuléssig.

d. Wegen inhomogenem Verzerrungszustand, Berechnung mittels der Verschiebung von A: uy =
(0;7,5;10), somit die Lage von A im verformten Zustand x4 = (50;57,5;110). Die Lénge von x4
entspricht dem Betrag, also |[x4|| = 133,81 mm, entspricht dem Abstand OA in der verformten
Lage oa.
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Erstzkolloquium WS2017/2018
3. Beispiel: Raumlicher Verzerrungszustand

Angabe:
Gegeben ist der Verschiebungszustand u eines wiirfelfor-

migen Korpers mit Seitenldnge L = 100 mm, X3, us

a b c
u-= (zXl)el + (ZX?, + ﬁXl Xg)eg

mit den Konstanten a = 20 mm, b = 10 mm, und ¢ = 25 mm.

Gesucht:

a. Ermitteln Sie alle Komponenten des GREEN-
LAGRANGEschen Verzerrungstensors E beziiglich des e
e1, e, e3-Koordinatensystems in Abhéngigkeit von /
den Lagekoordinaten. X

b. Berechnen Sie die numerischen Werte der Komponenten des GREEN-LAGRANGEschen Ver-
zerrungstensors E im Punkt A.

c. Ist es zuldssig, anstatt des GREEN-LAGRANGEschen Verzerrungstensors den linearisierten
Verzerrungstensor im Punkt A zu verwenden? Begriinden Sie Ihre Antwort anhand des rela-
tiven Fehlers |(E1y —e11)/Eq1|, wobei gilt: e11 = 0,20.

d. Berechnen Sie den Fldcheninhalt der Seitenflache I in der unverformten und verformten Lage
und stellen Sie die unverformte und verformte Seitenfliche in der e;-es-Ebene grafisch dar.
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Losung:

a

Our _ a 8U3_LX ous _
80X, L’ 8x,  LZ®

Ou; _
alle anderen X =

Weiters Eq5 = Fa; = F9g = Fo3 = F35, =0 und

By = 0,22 + 1(0,0025X;)?

E13 = E31 = % [0,0025X3 + 0,0025X3(0,1 + 0,0025X1)]
E33=0,1+0,0025X; + %(0,1 +0,0025X7)?

b.
Punkt A = (100/100/100)mm und somit
E11 = 0725125, E13 = E31 = 0716875, E33 = 0,41125

c.
|(E11 —€11)/F11| = 0,20 = 20% und somit ein nicht vernachliassigbarer Fehler. Daher ist die linea-
risierte Elastizitédtstheorie nicht anwendbar.

d.
0 0 20 20
up=| 0 Jmm, wuy=| 0], wuz=| 0 |mm,und uys=| 0 |mm,
10 0 0 35

berechenbar durch direktes Einsetzen in die Angabe

Somit Ay =100-100 = 10000 mm? und A = 110- 120 + 220 = 14700 mm?

a8

g 8 .

ST E L 3

a ~ =4 0/100/110

0/100/100

0/0/0

o ©

xy

=]
)

100/100/0 @ @ 10!

120/100/0
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1. Kolloquium WS2016/2017
1. Beispiel: Wiirfel unter Verschiebungsbeanspruchung

Angabe:
Gegeben ist ein Wiirfel mit der Seitenlénge L, sowie X, w3, uz |

das Verschiebungsfeld u, welches die verformte Lage
des Wiirfels beschreibt. Die Komponenten von u in
LAGRANGE’scher Schreibweise lauten:
X X5 X,
uy =0, u2=——25 und us = 223

L L?

unverformte Lage
verformte Lage

r
)
Xo, T2, Us

oy

wobei r und s Konstanten sind.

Gesucht:

1. Berechnen Sie alle Komponenten des linearisierten Verzerrungstensors € in Abhéngigkeit der
Lagekoordinaten, der Korperabmessungen und der Verschiebungskonstanten r und s.

2. Esist nun anzunehmen, dass L = 5 cm sowie r = s = —1 cm gilt. Dann lautet der dem gegebenen
Verschiebungsfeld entsprechende GREEN-LAGRANGE’sche-Verzerrungstensor E:

0 0
X2 (X2-25cm)- X
— 3 2 3
E=10 0’22+12506m2 5250cm2
0 (X2-25cm)-X3 5 X
1250 cm? 1250 cm? 25cm deq,eq,e3

Berechnen Sie die numerischen Werte der Komponenten des GREEN-LAGRANGE’schen, als
auch des linearisierten Verzerrungstensor im Punkt C.

3. Ist es zuléssig, anstatt des GREEN-LAGRANGE’schen Verzerrungstensors den linearisierten
Verzerrungstensor zur Beschreibung des Verzerrungszustandes im Punkt C' zu verwenden?

Begriinden Sie Thre Antwort anhand des relativen Fehlers |( Fog — £93)/ Eas|.

4. Berechnen Sie den Winkel zwischen den Seitenkanten BC' und C'D in der verformten Lage.
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Losung:

1. 0= €11 = €12 = €13
€22 = —%
e = 3 (0+ ) = o
£33 = &

2. E99 = 0,2
€93 = —0,1
€33 = —0,2
O=En=cn=Fao=cipa=Ei3=¢13
E22 = 0,24
Ey3=-0,08
Fs3=-0,18

3. Es ist unzuléssig, dass anstatt des GREEN’schen auch der linearisierte Verzerrungstensor
zur Beschreibung des Verzerrungszustandes im Punkt C' verwendet wird, da ¢ <k 1 ist und
der relativen Fehler |(Eqz — £23)/Eas| gleich 25% betrégt.

2F93 2-8%

: _ - _ 1
4. sin(723) = V(2Ep+1)(1+2E33)  /(1+224%)(1-2-18%) V37
1

OBGED = g + arcsin (ﬁ) ~ 1,73595 rad (599,46230)

~ —0,164399

BEISPIELSAMMLUNG FESTIGKEITSLEHRE




1. Kolloquium WS2015/2016
3. Beispiel: Deformationsanalyse

Angabe:

Gegeben ist der Verschiebungszustand u eines wiirfelfor-
migen Korpers mit Seitenldnge L = 100 mm,

b c
u= (a+ EXl +ZX3)e1

mit den Konstanten a = 30 mm, b = 10 mm, und ¢ = 20 mm. es 3

Gesucht: A NI
X27 U2
1. Ermitteln Sie die Komponenten des GREEN- P!

D
LAGRANGEschen Verzerrungstensors E beziiglich /}
des e, ey, e3-Koordinatensystems. LU

2. Ermitteln Sie die Hauptnormalverzerrungen und die Richtungen der Hauptnormalverzer-
rungen. Geben Sie die drei Winkel an, welche die Richtung der groften Hauptnormalver-
zerrung mit den Koordinatenachsen e, e,, e3 einschliefst.

3. Berechnen Sie die maximal auftretende Schubverzerrung.

4. Berechnen Sie den Winkel zwischen den Wiirfelseiten AB und AD in der verformten Lage
und skizzieren Sie die verformte Lage der Seitenfliche ABC'D.
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Losung:
Die Komponenten von E ergeben sich aus den Verschiebungsableitungen:

0,105 0 0,11
E=| 0 0 0
011 0 002/

Die Hauptnormalverzerrungen sind E; = 0,1804, E;; =0 und E;;; = —0,0554.
Die zugehorigen Hauptrichtungen sind:

0,8247 0 -0,5655
er= 0 err=|1 errr = 0
0,5655 0 0,8247 B
€1,e2,e3 e],e2,e3 €1,e2,e3

Die Winkel zwischen e; und den Koordinatenachsen kann man durch das innere Produkt berech-
nen:

cos <« (er,e;) = |:II""Z| mit 7 = 1,2,3 und es folgt:

<(er,e1) =34,44°, «(er,e3) =90° und < (es,e3) = 55,56°

Anmerkung: da ey, ey, errr Eigenvektoren sind, ist auch —eyr,—err, —eyy; eine giltige Losung. Hier
wurde auch kein Rechtssystem gefordert. Auch fiir die Winkel ergebn sich dann immer 2 maogliche
qultige Losungen.

Die maximale Schubverzerrung (=Radius des grofsten MOHRschen Verzerrungskreises) lautet:
max E,, = 2210 = 0,118

c b i unverformt

Der Winkel zwischen AB und AD in der verformten Lage /g — "3
ergibt sich aus der Tensorkomponente F;3 (Interpretati-
onsformel):

3 — 2FE13 _ o

SIS = e B (2B 187 11,31

und der neue Winkel betragt 90 — 11,31 = 78,69°.

SIE]

- N

d g a €
verformt
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1. Kolloquium WS2014/2015
3. Beispiel: Deformationsanalyse

Angabe:
Gegeben ist ein prismatischer Probekoérper in der unverformten Lage laut Abbildung. In der
verformten Lage weist der Korper einen homogenen Verzerrungszustand E auf.

H
P GREEN-LAGRANGEscher Verzerrungstensor mit Be-
‘ zug auf das gewéhlte e, es, es-Basissystem:
e | | TOem 0,375 —0,250 0
T2 E = 0,900 0
) 50 cm Y
B C SYHULL €1,€2,€e3
T ‘ 100 cm
Gesucht:

1. Stellen Sie den Verzerrungszustand in der MOHRschen Ebene mafstéablich dar. Bestimmen
Sie mit Hilfe Threr Zeichnung grafisch jenen Winkel, den die Basisvektoren e; und e; ein-
schlieffen. Markieren Sie aufserdem all jene Bereiche in den MOHRschen Verzerrungskreisen,
die Ebenen charakterisieren, in denen die zugehorige Normalverzerrungskomponente den
Wert 0,5 iiberschreitet (E,, > 0,5).

2. Berechnen Sie den Winkel zwischen den Prismenkanten AB und AD in der verformten
Lage.

3. Bestimmen Sie die Linge der Diagonalen BG des Prismas in der verformten Lage.
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2F
sinqg = L2 =-0,2278 = 12 = -13,0545°

VE;+1)-(2Ex» +1)
Der Winkel zwischen den Kanten in der verformten Lage betrdgt daher 90° — (-13,05445°) =
103,0545°. ., .
n=(0 cos(a) sin(a) ), . =(0 08191 05735 ) = mita=atan () =0,611
Epg=n’-E-n=0,6040
physikalische Verzerrung: egg =1+ 2Eps — 1 =0,4860
Die Linge der Diagonalen in der verformten Lage: bg = (1 + ep¢) BG = 181,3836 cm
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1. Kolloquium WS2013/2014
3. Beispiel: Deformationsanalyse

Angabe:
Gegeben ist ein prismatischer Probekorper in der unverformten Lage laut Abbildung.
Der Verschiebungszustand des Korpers ist durch ein
X3, 3, u3 Verschiebungsfeld u charakterisiert, aus dem ein ho-
mogener Verzerrungszustand resultiert, der durch den
GREEN-LAGRANGEschen Verzerrungstensor E be-
schrieben ist:

Uq 0 0 0
70 cm u=\|us E=|0 0,6250 -0,1875
X, T, Us u3 e1,e2,e3 0 _071875 _0’3438 e1,ez,e3
mit uq = 20 cm, Ug = %Xg - Z—ng, U3 = —%X:s

X1, 21, up; 100cm
Gesucht:
1. Kontrollieren Sie, ausgehend vom Verschiebungszustand u, die E33-Komponente des GREEN-

LAGRANGEschen Verzerrungstensors.

2. Konnte anstatt des GREEN-LAGRANGEschen auch der linearisierte Verzerrungstensor zur
Beschreibung des Verzerrungszustandes verwendet werden? Begriinden Sie Thre Antwort.

3. Bestimmen Sie die (physikalische) Dehnung der Strecke 0A mit Hilfe der Lagekoordinaten
der Punkte 0 und A in der verformten und unverformten Lage.

4. Berechnen Sie auf Basis der Komponenten des GREEN-LAGRANGEschen Verzerrungstensors
den Winkel, den die Prismenkanten 0B und 0C' in der verformten Lage einschliefien.
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Losung:
E33—%+1[<8u1 )2+(8u2>2+(8u3)2]=_%+%(0+1_16+?11):_0’34375 4

T 0X3  2|\0X3 0X3 0X3
Der linearisierte Verzerrungstensor kann nicht verwendet werden, da z.B. |?%X?;, = % und das nicht

wesentlich kleiner als 1 ist.

0 25 25
Punkte 0 und A in unverformter Lage [in cm]: Xg = O), X4=|50] =0A=]50], [0A] = 89,582

0 70 70
20 45 25
Punkte o und a in verformter Lage x = X+u:x,=| 0 |,x, =|57,5|, = 0a = | 57,5 |, [oa| = 71,807
0 35 35
oa] - [0A
physikalische Verzerrung: e = % =-0,1984
2F
Sin o3 = 23 =-0,44721 = a3 = —26,565°

\/(2E22+1)'(2E33+1)
Der Winkel zwischen den Kanten in der verformten Lage betrdgt daher 90° — (-26,565°) =
116,565°.
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1. Kolloquium WS2012/2013
3. Beispiel: Verzerrung schubbeanspruchte Wand

Angabe:

Gegeben: Auf einer unverformten Wand wurde ein Dehnungsmessstreifen (DMS) appliziert,
der einen Winkel von « = 45° mit dem Basisvektor e; einschloss (siche Abbildung 1). Nach der
Deformation wird eine Dehnung von 2%0 gemessen (epnrg = 0,002).

DMS
L o = 45°

> e

A€

@)

Abbildung 1.4: Schubbeanspruchte Wand in der unverformten Lage

Der homogene Verzerrungszustand der Wand ist durch folgenden linearisierten Verzerrungstensor
€ charakterisiert:

0 €12 0
€= €921 0 0
0 0 0,001

€1,e2,e3

Gesucht:
1. Berechnen Sie die Komponenten €15 und e9; des Verzerrungstensors.
2. Geben Sie den Winkel 3 in der verformten Lage an.

3. Geben Sie die Hauptnormalverzerrungen sowie die zugehorigen Verzerrungshauptrichtun-
gen ey, ey, erry (als Einheitsvektoren) an.

4. Zeichnen Sie in Abbildung 1 die Verzerrungshauptrichtungen e; und e;;; ein.
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Losung:

Komponenten des Verzerrungstensors:

EDMS R EDMS = n’.e. n;,n-= [0,7071 0,7071 O] = €12 =€21 =EDMS = 0,002

oder eparg = €11 COS2Qx + 99 SIN2av + 2615 SINQ¥ COSQr = €19 = €91 = pprs = 0,002

Winkel § in der verformten Lage: 8 =3 —2-15 = 89,7708°

Hauptnormalverzerrungen und Verzerrungshauptrichtungen:

Er = 0,002 Err = 0,001 Errr = —07002 er = [0,7071 0,7071 0] err = [O 0 - 1]
[-0,7071 0,7071 0]

A€

DMS
o = 45°
erry er
O -
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1. Kolloquium WS2011/2012
3. Beispiel: Blattfeder mit Dehnungsmessstreifen

Angabe:

Gegeben: Eine initial perfekt ebene Blattfeder der Lange L und der Dicke ¢ = 2mm wird
verschiebungsgesteuert zu einer Zylinderoberfliche verformt (siehe Abbildung der deformierten
Lage). Die Zusammenhénge der Koordinaten mit Bezug auf die unverformte bzw. verformte
Lage, z1(X1, X2) und xo( X1, X5), sind angegeben. Der dargestellte Dehnungsmessstreifen (DMS)
wurde vor der Deformation parallel zur X;-Achse aufgebracht. In der verformten Lage wurde der
Dehnungsmesswert € = 1,5708%0 ermittelt.

X27 T2, U2 X27 T, U2
A
~—~:§:3~~ ZEI(Xl,XQ) = (R+X2) sm(%)
DMS
»s X,
Al $‘2(X17X2) = (R+X2) COS(?) -R

(.Tg:Xg <~ U3EO)

Gesucht:

1. Geben Sie die Verschiebungskomponenten u; und us in Abhéngigkeit der LAGRANGEschen
Koordinaten X; und X5 an. Berechnen Sie die Komponente F1; des GREENschen Verzer-
rungstensors. Vereinfachen Sie alle Ergebnisse soweit wie mdoglich.

2. Ermitteln Sie auf der Basis der gemessenen Dehnung € die Linge L der Blattfeder.

Losung:

up =21 - X, = (R+Xy) sin%—Xl
UQZZ'Q—XQ: (R+X2) COS#_R_XQ
8u1 _ R+Xo COS& _ 1

oX1 ~ R R

OQus _ _ R+Xo sin X1

X, R R ) ) ,
Bu= g+ 5| (50) + (52) (32) | = %+ 3 (%)

Lange der Blattfeder:

Interpretationsformel: Eyq = 1/2[(1+€17)? - 1] =1,5720- 1073 mit €7 =€ =1,5708 - 1073
Oberkante der Blattfeder: Xy = h - Eqq = % + % (%)2 =1,5720-1073

Mit h=t/2=1 mm und R = L/7 ergibt sich: R = 636,62 mm und L = 2000,00 mm
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1. Kolloquium WS2020/2021
12. Beispiel: Elastizitatstheorie orthotroper Werkstoffe

Angabe:

Gegeben ist die abgebildete Scheibe aus Fichtenholz, welche durch einen biaxialen Spannungs-
zustand belastet wird (siehe Abbildung). Die bekannten Materialparameter sind gegeben zu:

arr
Er=2000N/mm’ vrp =045 LLLTTTTTTTLT
Ep =2500N/mm? vy,p =0,50 ] j ]
Ep=9000N/mm? vpp =0,18 N - ]
— L., =

Grr, =550 N/mm2 ORR — _ — 140 mm
Grz = 525N /mm? E D — E
GRT = 500N/mm2 : :
Die Belastung betragt: - N 7::

700 nnmnn

oc=10 12 0| N/mm?
0 0 0 120 mm

Gesucht ist die Verzerrung in Richtung er, epr.
Losung:

Aufgrund der Symmetrie des Nachgiebigkeitstensors gilt:
VTR _ VRT
Er  Eg
Damit kann die Verzerrungskomponente e berechnet werden zu:

UTR 1 1

— =—(-0.45-7+12)=354-1073
Er o 2500 ¢ ) =3,
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1. Kolloquium WS2019/2020
1. Beispiel: Ebener Spannungszustand

Angabe:

Gegeben sind zwei Scheiben A und B gleicher Dicke, welche zueinander den Spaltd aufwei-
sen, sieche Abbildung. Am oberen Rand von Scheibe A kann durch eine starre Lastplatte ein
Stauchungsweg v in es-Richtung aufgebracht werden. Auf Scheibe B wirkt eine Druckspannung
p = 0,5 kN/cm? in es-Richtung. Die Materialparameter, welche das isotrope Verhalten der beiden
Scheiben beschreiben, sind der untenstehenden Auflistung zu entnehmen.

Scheibe A starre Lastplatte p = 0,5 kN/cm? Scheibe B
- EETREE!
EA =700kN/cm? RS 11_) e EB =1500kN/cm?
v =0,25 d=0,01cm h =20 cm v =0,20

ft = 10kN/cm? fB =4kN/cm?

€

es a = 20cm b=18cm
[OHONONONONONO) OO0 0000
€9 %

Hinweise: Solange sich die Scheiben nicht berihren, liegt in beiden Scheiben ein einaxialer Span-
nungszustand vor. Alle Berandungen und die Kontaktflichen sind reibungsfrei.

Gesucht:

1. Es gilt v = 0: Bestimmen Sie den Laststeigerungsfaktor A fiir die Druckspannung p, sodass
es in Scheibe B zum Versagen nach TRESCA kommt. Nehmen Sie an, dass sich die Scheiben
zum Zeitpunkt des Versagens nicht beriihren.

2. Es gilt v = 0: Zeigen Sie nun, dass sich die beiden Scheiben bei der Belastung \-p tatséchlich
nicht beriihren und somit die Annahme in Punkt 1 zuléssig war.

3. Bestimmen Sie den erforderlichen Stauchungsweg v am oberen Rand von Scheibe A (bei
gleichzeitiger Belastung p = 0,5 kN /cm? auf Scheibe B), sodass sich beide Scheiben gerade
beriihren, und geben Sie die dabei auftretenden Komponenten des Spannungstensors o und
Verzerrungstensors € fiir Scheibe A und B vollstdndig an.
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Losung:

1. Annahme keine Beriihrung:
oB=-pe,®e, B
TRESCA: )\(U] - O’[[]) - ff =0

_ B _
=0 =0 =

0 oB =-p
= A= f’[p=80

2. Kontrolle der Annahme: 5 = ]E”—:(—/\ -p) =0,000533 = uP=£B
3. Scheibe B:
B 1 —vB
€1 EE  EF B _
% = % = || oh
B FVB E,B 03 =-0,5
€33 EF  EF
0,67 0 0 0 0 0
eB= 0 -33 0 |[-10* oB=10 -05 0 |kN/cm?
0 0 0,67 0 0 0
Beriihrung wenn uft + uf = d
= u1 d-uP =0,01-¢B -b=0,0088 cm
= £1, = 0,0088/a = 0,00044
Scheibe A:
1 —v4
611 0 00044 EA EA A
A 011 =0
522 ~v/h =l 5= w2z |’ [ oA ]
i Vi 2
33 EA EA
L eff =0,00044 = 2204, = o4 =-1,232 kN/cm?
IT: &4, = 7(1)0022 -0,00176 = -v/h = v =0,0352 cm
IIL: 4, = 22254 = 0,00044
0 0 0 0,44 0 0
o4=10 -1232 0 [kN/cm? ed= 0 -176 0 |-1073
0 0 0 0 0 044
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1.
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Kolloquium WS2018/2019
Beispiel: Spannungen /Verzerrungen /Festigkeiten

Angabe:

Gegeben ist ein gasgefiillte Kugelschale laut Abbildung. Die Schale weist ein isotropes Mate-
rialverhalten auf. Ein Dehnungsmessstreifen (DMS) wurde vor dem Einfiillen des Gases an der
Oberfliche der spannungsfreien Kugelschale angebracht.

€

Ry = 60,0 cm
to = 1,0cm
v =202
fy = 30,0kN/cm?

unverformter Radius:

unverformte Blechdicke:

S S Querdehnungszahl

Fliefsgrenze

\ Hinweise: Legen Sie Ihren Berechnungen einen
ebenen Spannungszustand (ESZ) und die geome-
\ trisch lineare Elastizitdtstheorie (¢; ~ €, R~ Ry,
\ t~tg) zugrunde. Die Kugelschale kann als
\ diimnwandiger Querschnitt betrachtet werden
\ (to << Ry = Ro+ 2 ~ Ry).

€y

Gesucht:

a.

Bestimmen Sie den Elastizitdtsmodul £ der Kugelschale bei einem Innendruck p; = 0,1kN /cm?
unter der Annahme, dass ein DMS am Aquator eine Dehnung von €, = 2,4 - 104 misst.

Bei welchem Innendruck p; betragt die Blechdicke ¢ in der verformten Lage 0,999 cm? Geben
Sie auch den linearisierten Verzerrungstensor € und den Spannungstensor o in der e,,eg, e,-
Basis bei Erreichen des soeben berechneten Innendrucks vollstdndig an.

Bei welchem Innendruck p; > 0 kommt es zu einem Materialversagen der Kugelschale, wenn
Sie das Festigkeitskriterium nach TRESCA zugrunde legen?

Bestimmen Sie das Volumen der Kugel zum Zeitpunkt des Versagens (wenn also der Innen-
druck p; den Wert aus Punkt ¢ angenommen hat). Um wie viel Prozent hat sich das Volumen
zum Versagenszeitpunkt vergrofert (verglichen mit dem Volumen bei p; = 0kN/cm?)?
Hinweis: Viyger = (4/3) mr3

Wie grofs muss das Verhéltnis Ry/ty mindestens sein, damit die Annahme eines ESZ sinnvoll
ist.

Hinweis: Der ESZ kann als technisch sinnvolle Niherung betrachtet werden, wenn die grofite
Spannung in Dickenrichtung zumindest eine Zehnerpotenz kleiner als die Normalspannung in
Umfangsrichtung ist.
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Losung:

a. Ansatz nach dem Projektionsprinzip fir die Kugel: Aping = 2r7t, Apiscne = 727, ergibt
DiAFische = OppARing und somit o, = ’%, wobei o,, in alle Richtungen entlang der Kugelo-
berfliche auftritt (insbesondere oy, = ogg).

Zur Bestimmung des E-Moduls: €, = e, = % und somit £ = 23%1%9 _ 10000 kN/ch.

21:0,00024
b. ey = f—ot = ~%20,,, mit At = -0,01mm. Somit o, = 0,001 - % = 25kN/Cm2, und p; =
0,83kN/cm”.

Weiters gilt

00 0 ~0,001 0 0
o=0 25 0 kN/cm® und e = 0 0002 0
00 25| .. 0 0 0002 [ .

C.  O1= Ouy, 011 = Ouy, o1 = 0, letzteres aufgrund des ESZ. TRESCA: 0pax = fy im Falle 0, = 0,
somit o4, = f,, und p; = 1,00 kN/ch.
d.  Berechne AV iiber AU mit AU = Uy-€,,, Wobei €., = % =0,0024, somit AU = 0,90478 cm,
Upeu = 2rom + AU = 377,90 cm und e, = 60,144 cm. Vi, = 904778,68 cm3, View = 911308,74 cm3,
entspricht einer Steigerung um 0,72%.

e.  Vereinfacht reicht es anzunehmen, dass (mit p; = o)

1 N Pi _ ARing

1_0 N Oy - AFléiche
Artiche > 10 Aging

Rir > 10-2Rgmty

R

= > 20.

to

Will man noch exakter vorgehen, so muss man davon ausgehen, dass Ry # Rinnen # Raufen, damit prizisiert man die Formeln aus
Punkt a. Es gilt p; - Arische = 0y - ARing, umgeformt

1 > Di _ ARing

10 = 0pp  AFliche
AFléche 2 10 ARing
to 2 0 2 to 2
R [

2

2
1
(@) 21 (@)+7 > 0.
to to 4
Von zwei Losungen fiir Rg/to ist nur die grofere ausschlaggebend und somit

(@) >20,99 ~ 21.
to
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Ersatzkolloquium WS2017/2018
1. Beispiel: Stahlzylinder

Angabe:

Gegeben ist ein zylindrischer, diinnwandiger Stahlkérper mit geschlossener Grund- bzw. Deck-
fliche; die Abmessungen des Zylinders (Wanddicke ¢, Lange [ und Durchmesser D) siehe Abbil-
dung (7). Bekannte Materialkennwerte: Schubmodul G, Querdehnungszahl v, Zug- bzw. Druck-
festigkeit f,. Der Stahlzylinder steht reibungsfrei auf einer fixierten, starren Bodenplatte, siehe
Abbildung (i7). Verwenden Sie die linearisierte Elastizitatstheorie und gehen Sie von einem ebenen
Spannungszustand (Kesselformeln) aus. Es ist das Festigkeitskriterium nach TRESCA anzuwen-
den.

(4) (17)

I N [ A
ty | Materialkennwerte |
- e G = 84000 N /mm?
Bodenplatte v =0,25
|Abmessungen | ar=1,2-10""K!
t = 8mm fy = 235 N/mm?
' [ = 2000 mm
B D =100 mm
Gesucht:

a. Berechenen Sie jenen Innendruck p; der erforderlich ist, sodass sich der Zylinder um Al =
0,2mm verlangert.

b. Berechnen Sie den Umfang und die Blechdicke des Stahlzylinders, wenn dieser durch den
Innendruck p; aus Punkt a belastet wird.
c. Berechnen Sie den erforderlichen Innendruck p;maz, sodass Materialversagen eintritt.

d. An einem anderen als dem hier betrachteten Versuchsképer wurden Versuche durchgefiihrt
und dabei ein Zusammenhang zwischen Elastizitdtsmodul und Schubmodul von F = 4G
ermittelt. Begriinden Sie (auch rechnerisch), ob diese Parameterkombination isotropes Mate-
rialverhalten zuldssig beschreibt.
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Losung:
a.
E =2G(1+v)=210000N/mm?

E1=eyy =T = 2%00 0,0001
g1 =% (—H8R 4 TP it 1 = 0,25, g = D/2 =50mm und ¢ = 8mm

0,0001 - 210000 16 = (—2vry +7“0)10Z folgt p; = 13,44 N /mm?

b.

Eu = Eqn = 5 (T — ¥2024) = 0,00035
ug = 2rom = 314,15 mm

Au =g, - ug =0,10996 mm

u = ug + Au = 314,2692 mm

€1 =€, = —% (TR = 1) = —0,00015
to = 8mm

At =¢;-tg =-0,0012mm

t =ty + At =7,9988 mm

c.
Kriterium nach TRESCA: 000 = Omin = fy, Wobei
Omaz = Topz und Omin = 0 (Wegen ESZ>

somit p; = ’;” = 37,6 N/mm?

d.
E=4G < E=2G(1+v)=4G < v=1>0,5,
und somit nicht vereinbar mit den isotropen Stabilitatskriterien
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1. Kolloquium WS2017/2018
3. Beispiel: DMS und Punktverschiebungen

Angabe:

Gegeben ist die abgebildete Scheibe aus Fichtenholz. Y4

In der unverformten Lage wurden drei Dehnungsmess- Tyy
streifen (DMS) auf der Scheibe appliziert. Die damit in 4 [>= 2y
der verformten Lage gemessenen Dehnungen betragen DMSi35

oo = 0,25 %0, €450 = 0,30 %0 und €350 = —0,40 %0. Weiters
sind die Komponenten des Nachgiebigkeitstensors D in
der eg,er,er-Basis gegeben. HINWEIS: FEs ist ein ebener
Spannungszustand anzunehmen.

DMSge

Ve

045 -0,30 -005 0 0 0
030 040 -001 0 0 0 =] .
b | 005 -001 01l 0 0 0 1 Tae = oo T
ortho™ 0 0 0 091 0 0 |GPa UL o
0 0 0 0 095 0 L 100mm |
0 0 0 0 0 1,00
- -€er,er,er,
Gesucht:

1. Bestimmen Sie alle Komponenten des linearisierten Verzerrungstensors € und des Spannungs-
tensors o in der eg, er, e -Basis.

2. Bestimmen Sie alle Komponenten des linearisierten Verzerrungstensors € in der e,, e,, e.-Basis.

3. Bestimmen Sie die Koordinaten von Eckpunkt 3 in der verformten Lage.
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Losung:

1. Berechnung des Spannungs- und Verzerrungszustandes aus den DMS Werten
€0e = Ep(—60°) = egg cos(—60°) + ery sin®(—60°) + 2e gy cos(—60°) sin(-60°) = 0,00025
€50 = Erp(=15°) = epp cos?(=15°) + eprsin®(=15°) + 2e gy cos(-15°) sin(~15°) = 0,00030
€1350 = Ep(75°) = epp c0s2(75°) + epp sin®(75°) + 2& pr cos(75°) sin(75°) = —0,00040
= epr = 0,000103, e77 = —0,000203, £pp = —0,000435

[ 0,000103 ] [ 0,45 -0,30 -0,05 0 0 0 | [ orr |
-0,000203 -0,30 0,40 -0,01 0 0 0 orr
€LL | -0,06 -0,01 0,11 0 0 0 0
0 - 0 0 0 091 0 0 0
0 0 0 0 0 09 0 0
—-0,000615 0 0 0 0 0 1,00 V20t
- —“€er.er,er - = - “er,er,er,
I: 0,000103 =0,450rg — 0,30 o7p
IT: -0,000203 = -0,300rg + 0,400 = ogg = —0,000219, o7 = —0,000672
II: e, = -0,050rr — 0,01 o7 = 0,000018
IV: -0,000615 =/20rr = orr = -0,000435
0,000103 -0,000435 0 -0,000219 -0,000435 0
e =1 -0,000435 -0,000203 0 o=| -0,000435 -0,000672 0 | GPa
0 0 0,000018 0 0 0
€eRr,er,er eRr,er,er
2. Transformation von der eg,er,er-Basis in die e,, e,, e,-Basis
cos(=60°) cos(~150°) cos(90°) 1/2 —/3/2 0
Qrri-xyz =| cos(30°)  cos(—60°) cos(90°) |=|+/3/2 1/2 0
cos(90°)  cos(90°)  cos(0°) 0 0 1
€ey,eyes = Q *Eep.er.er QT
0,00025 0,00035 0
=1 0,00035 -0,00035 0
0 0 0,000018

z,€y,€z

3. Punktverschiebung
Usg = Egq Ly = 0,00025 - 100 = 0,025 mm
Usg = Eyy Ly = —0,00035 - 125 = -0,044 mm
U3 =V = 264y L, =2-(0,00035) - 100 = 0,070 mm

e[ 100+uzz ) _ (100,025
P3N 125 v ugg+us | | 125,026
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2. Kolloquium WS2016,/2017
1. Beispiel: Elastizitatstheorie orthotroper Werkstoftfe

Angabe:
Gegeben ist die abgebildete Scheibe aus Fichten- T y
holz. Von dieser seien folgende Materialparameter
ho: Vo il
2 2 T3 F — 3 lg
Er =2500N/mm Grr = 550N /mm — l _450 T B
E; =9000N/mm?  Gpp=525N/mm? : — | T —
vrr, =0,0303  Grr = 500N/mm” sl = | \\ | —
Gesucht: = l T —
= = 2
1. In einem Druckversuch wird eine uniaxiale Be- Oze = Oz
lastung in eg-Richtung aufgebracht, welche ei- HHHHHHHHHHL
ne Spannung von oggp = —1N/ mm® bewirkt \ 100 mm \
(alle anderen Spannungen seien hier = 0). Die | |
gemessenen Verzerrungen betragen eprp = —4,5- 107, epp = 3,0-10™* und e, = 0,5- 1074,

Bestimmen Sie die numerischen Werte aller Komponenten des Nachgiebigkeitstensors D,

7 e
VERRL _]’L:;_L LEL 0 0 0
D- Egr Er Ep,
0 0 0 557 O 0
0 0 0 0 5= 0
L 0 0 0 0 ﬁ der,er,ey,

Fiir die weiteren Punkte (2 bis 4) ist anzunehmen, dass die Scheibe einem ebenen (und homoge-
nen) Spannungszustand ausgesetzt ist, quantifiziert durch den folgenden Spannungstensor:

6,0 -3,0 0
o=|-30 60 0 |N/mm?
0 0 0

€z,6y,Ez
2. Bestimmen Sie alle Komponenten des Spannungstensors o in der eg, er, e -Basis.

3. Bestimmen Sie alle Komponenten des linearisierten Verzerrungstensors € in der eg,er,e-
Basis.

4. Bestimmen Sie alle Komponenten des linearisierten Verzerrungstensors € in der e, e, , e.-Basis.
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Losung:

Eg = 78R ~ 9999 N /mm? 0,4500 -0,3000 -0,0500 0 0 0
ERR -0,3000 0,4000 -0,0121 0 0 0
1. var = -2~ 0.6667 p-| ~0:0500 -00121 0,1111 0 0 0 1072
ERR 0 0 0 0,9091 0 0
v = —EE Z 01111 0 0 0 0 09524 0
€RR 0 0 0 0 0 100001, _ .
30 0 0 -1,3500 0 0
2. =45 o= 0 90 0| N/mm’ 3. e=D:oc €= 0 2,7000 0 1073
0 0 0 0 0  -0,2591
€eRr,er,er, €eRr.,er,er
0,6750  —2,0250 0
4. p=-45° e=| -2,0250 0,6750 0 -1073
0 0 -0,2591 |
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2. Kolloquium WS2015/2016
2. Beispiel: Elastizitatstheorie orthotroper Werkstoffe

Angabe:

Gegeben ist die abgebildete Scheibe aus Fichtenholz und ihre Beanspruchung. Das eg.er,er-
Basissystem entsteht durch eine Rotation des e,,e,,e,-Basissystems um ¢ = 40° um die e,-Achse,
siehe Abbildung. Die richtungsabhéngigen Elastizitdsmoduln, Schubmoduln und Querdehnungs-
zahlen von Holz lauten:

Y oyy =4 N/ mm?

AL

Er =500 N/mm?
E;, = 13700 N/mm?
GTL =700 N/mm2

l T =
O’:I’;‘ l \\ T ory =4 1\/1111112 GLR 600 N/mm2
l R \\ T G rr = 60 N/mm?
T

L’I =2 N/nun2

- s - > > >

vrr = 0702
- o Vrp = 073

Gesucht:

1. In einem Druckversuch wird eine uniaxiale Belastung in Richtung e aufgebracht, welche
eine Spannung von —1 MPa bewirkt. Die gemessenen Verzerrungen betragen egg = —1,25 -
1073 und e, = 2,5-1075. Berechnen Sie den Elastizitatsmodul Er und die Querdehnungszahl

VRL-

2. Bestimmen Sie die fehlenden Querdehnungszahlen vy, vpr und vrr. Ermitteln Sie die
Komponenten des Nachgiebigkeitstensors I in der eg,er,er-Basis.

3. Ermitteln Sie die Transformationsmatrix Q, die zur Transformation von Tensoren 2. Stufe
aus der e,,e,,e.-Basis in die er,er,e;-Basis dient.

4. Berechnen Sie die Komponenten des linearisierten Verzerrungstensors in der e,,e,,e.-Basis.
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Losung:
1. Er=2& AL

SOOMPa VRL = —ER L; =0 02

2. Der Nachgleblgkeltstensor ist symmetrisch, d.h. es gilt: —”L—T =-ZL 5 pyrp= EL PIL = (),548.
Analog, v g = 0,3425, vy = 0,48.
Der Nachgiebigkeitstensor:

[ 0,00125
-0,0006
-2,5-1075

Er

-0,0006 -2,5-10 0 0 0
0,0020 -4-10° 0 0 0
-4-10% 7,3-10% 0 0 0
0 0 0 0,0007 0 0
0 0 0 0 0,0008 0
0 0 0 0 0 0,0083

“€eRr,er,er

3. Transformationsmatrix:

cos(40°)

cos(90° —40°) cos(90°) 0,7660 0,6428 0

Q = [ cos(90° + 40°) cos(40°) cos(90°) | =-0,6428 0,7660 0

cos(90°)

c0s(90°) cos(0°) 0 0 1

4. Die Komponenten des Spannungstensors in der eg, er, e -Basis:

()enerer = Q- (0)erope. - QT = [2,664 -2,664 0 0 0 -5,0798]
(&emerer = (Deperer : (T)epere, =[0,0049 -0,0069 4-105 0 0 -0 0423]

eRr,er,ejy,

€Rr,er,er

Die Komponenten des Verzerrungstensors in der e,, e, , e.-Basis:

(g)ea:aeyyez =

Q7 - (£)enores -Q=[0,0205 —0,0315 4-105 0 0 9,0514-10-4]

ez,ey,e;
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Ersatzkolloquium WS2014/2015
1. Beispiel: Lineare Elastizitatstheorie und Festigkeit

Angabe:
Gegeben ist ein Koérper aus homogenem, iso- A
tropem Material mit Elastizitdtsmodul E = 20 Y D o

GPa und Querdehnungszahl v = 0,25, siehe ne- o
benstehende Abbildung fiir einen Schnitt durch
den Korper in der z-y-Ebene. Im Korper wirkt
ein inhomogener ebener Verzerrungszustand. Die e, A
Komponenten dieses Verzerrungsfeldes, die un-
gleich Null sind, lauten:

N

b = 10cm

O > e
) ) A e, B =z
i
e =1 -~ ===, = TTAAN ey =0 p [ = 20cm \
c ( 1)500 "= TT000° y 4

Gesucht:

1. Berechnen Sie die Komponenten des Spannungsfeldes auf Grundlage der linearisierten Elas-
tizitatstheorie bei Zugrundelegen des gegebenen Verzerrungszustandes.

2. Spezialisieren Sie das Spannungsfeld fiir die Punkte A und B und weisen Sie nach, dass in
diesen beiden Punkten kein Materialversagen eintritt. Verwenden Sie dafiir das Festigkeits-
kriterium nach MOHR-COULOMB mit den Parametern ¢ = 20° und ¢ = 35 MPa.

3. Bestimmen Sie den Faktor A, mit dem der mafsgebende Beanspruchungszustand o, (ent-
weder jener in Punkt A oder jener in Punkt B) proportional gesteigert werden muss, damit
gerade Versagen eintritt. Stellen Sie den entsprechenden Spannungszustand Ao, sowie
den Versagensmeridian in der o — 7— Ebene mafistéblich dar und ermitteln Sie grafisch die
Normal- und Schubspannungskomponente des Traktionsvektors, der zu Versagen fiihrt.

4. Wie lautet der Volumenkraftvektor, der dazu fiihrt, dass das Spannungsfeld im gesamten
Korper im Gleichgewicht steht?
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Losung:
Aus der Auswertung des Hooke’schen Gesetzes (nur Normalspannungen treten auf)

|14 |14
Oza I = Era
o _ E(Q1-v) v 1 v c
vy | T (1+v)(1-2v) 1-v 1-v vy
v v
02z 1 €22

1-v 1-v

folgt das Spannungsfeld als Funktion der Ortskoordinate x, o(x):
e =48(1- %) =8; 0, =16(1- %) -24; 0., =16 (1 - £) - 8; 04y = 04> = 0. = 0, Einheit: MPa.

Spezialisieren im Punkt A (z =0 mm):
or = 40MP&, or;r = 8MPa; Orrr = -8MPa

— f(oa)mc =—-0.1039 (kein Versagen) T

Spezialisieren in Punkt B (x =200 mm): ‘ A= 119
or=orr =-8MPa; o771 = —-24MPa Tl |22 g ’
— f(oB)mc =-0.9231 (kein Versagen) T, /

Mafsgebend ist der Spannungszustand in Punkt /
A, da dieser den kleineren Laststeigungsfaktor ]

rel rel

aufweist o111 Orel oy a
(A=1,12, 67 = Ao 4).

Ot = 27015 MPa
Trel = 25,167 MPa

Der Volumekraftvektor folgt aus der Gleich-

gewichtsbedingung zu: dive + f = 0 - f =
48 MPa T

(#5= 00)
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2. Kolloquium WS2014/2015
1. Beispiel: Linearisierte Elastizitatstheorie

Angabe:
Gegeben ist ein stabformiger Probekorper (I = 1m) mit quadratischem

Querschnitt (Seitenldnge a = 10cm) und homogenem Volumenkraftvektor
f=-pge,, dessen Wichte pg=0,8 MPa/m betrdgt. Bekannt ist aulerdem
das (inhomogene) Verschiebungsfeld u(z,y, z), welches den Deformationszu-
stand im Probekorper beschreibt:

-vpg

u E vz
u=|v|-= Epgyz
P9 2 4 VPG (22 4 42 _ pgl?
w 5520+ 5 (0 +y?) - 55 16y s

Der Probekorper ist homogen und besteht aus isotropem Material. Der Elas-
tizitdtsmodul ist folgendermafen definiert: £ = 100 + 100 M MPa (M ist die
letzte Stelle Threr Matrikelnummer). Die Querdehnungszahl betrigt v = 0,3.

Gesucht:

;Zﬁ.?%

1. Ermitteln Sie ausgehend vom gegebenen Verschiebungszustand den Verzerrungs- sowie den
Spannungszustand in jedem Punkt des Stabes auf Basis der linearisierten Elastizitéatstheo-

rie.

2. Geben Sie die Grofe der Traktionskrafte iiber die gesamte Oberflache des Stabes an.

3. Kontrollieren Sie, ob die lokale Gleichgewichtsbedingung in jedem Punkt des Stabes erfiillt

1st.

4. Skizzieren Sie (rein qualitativ) die verformte Lage des Probekérpers im Schnitt 2=0.
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Losung:
Verzerrungsfeld e folgt aus dem Verschiebungsfeld u durch Ableiten nach den Ortskoordina-

DL (0w oy 1 (0n on)
ox 2\0y 0x/) 2\0z O

_pgv
v 1(0v Ow B < pgl, 0
e o 2 o) Ty T
z
y S Y 0 0 £
symim. g
Spannungsfeld o folgt aus dem Hookesche Gesetz (es folgt ein inhomogener einaxialer Zug-
spannungszustand):
0 0 0
oc=C:e= 0 0 0
0 0 pgz

Traktionskrifte: folgen aus der Cauchyschen Formel: T = o - n:

Fiir Oberfliche x = +§ gilt T = o(x=+5) - (xe;) =0.

Fiir Oberfliche y = £§ gilt T = o (y=+%5) - (xe,) =0.

Fiir Oberflache z =0 gilt: T=0(2=0)-(-e,) =0 und fir z=10: T=0(2=1)-(e,) = pgl .

Mit Ausnahme der Staboberseite sind also alle Oberflachen freie Oberflichen. An der Oberseite
ist Stab gleichméfig durch Spannungen zufolge seines Eigengewichts belastet. Es handelt sich
also um einen héngenden Stab.

Spannungsfeld erfiillt die Gleichgewichtsbedingung dive = -f, da % = pg ist und damit
die Gleichung der dritten Zeile erfiillt ist (die ersten beiden Gleichungen sind trivial erfiillt).

00py 004y 00y,
+ +

ox oy 9z 0 v
doy,. 0oy, do,.
o "oy T e 0 VY
0o,, 0o, 00,

+ = —(-pg) v

ox dy 0z

verformte Lage
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Ersatzkolloquium WS2013/2014
1. Beispiel: Orthotrope Elastizitat

Angabe:

Gegeben sind die Komponenten des Steifigkeitstensors C eines orthotropen Probekorpers in
der eg, er, er-Basis, welche mit den Materialhauptrichtungen des Probekorpers zusammenfallt.
Weiters gegeben sind die Komponenten des linearisierten Verzerrungstensors € in der e, ey, e3-
Basis, die durch Rotation der ey, er, er-Basis um den Basisvektor er entsteht, siche nachstehende
Abbildung. Der Rotationswinkel betragt dabei o = 20°.

(423 288 236 0 0 0
g 4 120 0 0 o 0
Cc=1|" ’ ’ GPa €= 0 0,1123 0,1105
0 0 0 105 0 0 0 0,1105 -0,0432
0 0 0 0 1,12 0 ’ ’ e1,ez,e3
0 0 0 0 0 0,9
= —er,er,ejg,
AC1=¢Cr \er A€
\@_ /eVL
‘®//a/ €3
€] = €epr
Gesucht:

1. Ermitteln Sie die dem gegebenen Verzerrungstensor entsprechenden MOHRschen Span-
nungskreise und stellen Sie diese mafstéblich dar.

2. Geben Sie die betragsmifig grofite Normalspannung sowie die maximale Schubspannung
an, welche aufgrund des gegebenen Verzerrungstensors auftreten.
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Losung:
1 0 0
Q=|0 09397 -0,3420] ,
0 0,3420 0,9397

0,0059 0 0 0,0059 0 0
e=Q- 0 0,1123 0,1105 QT = 0 0,0231 0,1347
0 0,1105 -0,0432 0 0,1347 0,0460
€1,e2,e3 €Rr,er,er
(4,23 288 236 0 0 0 | [0,0059] [0,2000]
2,88 434 180 0 0 0 0,0231 0,2000
o= 2,36 1,80 9,66 0 0 0 0,0460 _ 0,5000 GPa
0 0 0 1,06 0 0 0,1905 0,2000
0 0 0 0 1,12 0 0 0
0 0 0 0 0 0,95 0 0
- -€eRr,er,ey, - —“€eRr.er,ey, - —“€eRr.,er,er,
AT
o1 = 556,16 MPa i ; \ Omax = 071 = 556 MPa
or1 = 200,00 MPa J Tmax = 5 = 206,16 MPa

orrr = 143,84 MPa grrr\ \9n a1
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2. Kolloquium WS2013/2014
1. Beispiel: Orthotrope Elastizitat — einaxialer Druckversuch

Angabe:

Gegeben ist ein Wiirfel aus orthotropem Material mit Seitenléinge a = 10 cm in der unverformten
Lage. Der Wiirfel wird in es-Richtung durch eine Druckkraft F' = 50 N, die sich gleichméfig auf die
entsprechende Fliache verteilt, belastet. Die Basisvektoren ey, e3, er und ey, liegen in einer Ebene.
Auferdem schliefsen sowohl die Vektoren er und e; als auch e; und ey, einen Winkel o = 20° ein,
siehe Abbildung. Die Seitenfliche, die gegeniiber der durch die Kraft F' belasteten Seitenfliche
liegt, ist in Richtung ihrer Fldchennormalen unverschieblich gelagert. Alle anderen Seitenflichen
konnen sich frei verschieben. Alle Kontaktflachen sind als reibungsfrei zu betrachten. Die Kompo-
nenten des Nachgiebigkeitstensors D sind in jener Basis, die durch die Materialhauptrichtungen
definiert ist (eg,er,er), gegeben.

046 -028 -006 0 0 0]
0,28 042 001 0 0 0
| -006 -001 012 0 0 0 B
D=1 0 0 095 o o | &M
0 0 0 0 089 0
0 0 0 0 0 1,05
- —“€epr.,er,er,
Gesucht:

1. Die Komponenten des Spannungstensors o in der e, e,, e3-Basis.

2. Die Transformationsmatrix Q, die zur Transformation von Tensorkomponenten aus dem
er, er, er-Basissystems in das e, e;, e3-Basissystem dient.

3. Die Komponenten des linearisierten Verzerrungstensors € in der ey, e;, e3-Basis.

4. Der Elastizitdtsmodul Ej und die Querdehnungszahl vgy, welche die elastischen Eigen-
schaften des untersuchten Materials in den entsprechenden Materialhauptrichtungen be-
schreiben.
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Losung:

0 0 0
)o=|0 -£=-05-10" 0| GPa
0 0
€1,e2,e3
cosa (0 sina 0,9397 0 0,3420
2) Q= 0 1 0 |= 0 1,0000 0
-sina 0 cosa -0,3420 0 0,9397
3)
0O 0 0 0O 0 O
oc=|0 -05 0]|-10°GPa=|0 -0,5 0| -10°GPa
0 0 0 0 0 0
€1,e2,e3 €eRr,erT,er
0.14 0 0 0,1242 0 -0,0434
e=| 0 -0,21 0 <1075 = 0 -0,21 0 -10-°
0

0 0,005 -0,0434 0O 0,0208
€Rr,er,eL

€1,e2,e3

4) Ey, = 8,3333 GPa, vgr = 0,6087
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2. Kolloquium WS2011/2012
1. Beispiel: Hookesches Gesetz

Angabe:

Gegeben ist ein zylindrischer, diinnwandiger Glaskorper mit offener Grund- bzw. Deckfléche;
fiir die Abmessungen des Zylinders siehe Abbildung (a). Der Glaszylinder steht reibungsfrei auf
einer fixierten, starren Bodenplatte. Die Oberkante des Zylinders ist in der Ausgangslage 0,25 mm
von einer starren, zunéchst unverschieblichen Lastplatte entfernt, siche Abbildung (b).

b) Glaseigenschaften:
Schubmodul: 28,5 GPa
Querdehnungszahl: 0,23

linearer Warmeausdehn-
ungskoeffizient: 5-1076 K-1

y . Te2
= S o - : : . .
: : einaxiale Druck-

i Bodenplatte festigkeit: 900 N/mm?

(a)

Lastplatte =

hl

- | ~. einaxiale Zug-

1 \__/ festigkeit: 30 N/mm?
|
|

Gesucht:

1. In der unverformten, spannungsfreien Ausgangslage weist der Zylinder eine Temperatur
Ty = 25°C auf. Auf welche Temperatur 7, muss der Zylinder erwdrmt werden, damit er
die Lastplatte gerade beriihrt? Wieviel Prozent der mafsgeblichen Festigkeit sind erreicht,
wenn der Glaszylinder auf Tj, = 250°C erwérmt wird?

Hinweise: t << D, lineare Elastizitéitstheorie, reibungsfreier Kontakt zw. Glas-Lastplatte.

2. Die Temperatur des Glasyzlinders wird auf 7" = T,, gesteigert und anschlieffend konstant
gehalten. Uber die nun verschiebliche Lastplatte wird zusitzlich eine Einzelkraft P, P =
—|Ples, in den Zylinder eingeleitet. Wie grofs muss P sein, damit gerade Materialversagen
eintritt.

3. Fiir einen anderen Versuchskorper mit unbekannter Geometrie und Belastung ist der Elas-
tizitdtsmodul F = 65 GPa und der Schubmodul G = 20 GPa gegeben. Begriinden Sie rechne-
risch, warum diese Parameter linear-elastisches, isotropes Materialverhalten nicht zuléssig

beschreiben.
Losung:
Lin. Verzerrungstensor: 99 = %—;‘ = % =5-10*
Hooke: AT = £2 = 2107 = 100K = 100°C > T, = Ty + AT = 125°C.
Ebener Sp.zustand: €30 = —%011 + %022 +arAT; reibungsfr. Kontakt, unbehinderte Verformung in

x1-Richtung: 0 = ﬁ022+5-10*6-125 (oder 5-107% = 70—%10022+5-10*6-225) — 099 = —43,82N/mm?;
382 - 4.87%

-900

gBuch = pBruch [ A, pBruch = 5Bruch. 4 = —90(0-250 - 7 -5 = -3,53 MN (Druckkraft)

E =65GPa, G = 20 GPa — Stabilitatskriterien nicht erfillt (A <0, K <0, v >0,5)
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1. Kolloquium WS2010/2011
1. Beispiel: Einaxialer Druckversuch

Angabe:

Gegeben ist ein prismatischer Probekorper aus homogenem, isotropem Material mit Elastizi-
tatsmodul £ und Querdehnungszahl v. Die Kantenldngen in der unverformten Lage betragen
a und H (sieche Abbildung). Die Probe wird einem Druckversuch unterzogen: Die drei in der
Abbildung nicht sichtbaren Oberflichen sind gegen Verschieben in Richtung ihrer Flachennor-
malen gehalten. An der belasteten Oberfliche (Z = H) wird eine starre Lastplatte in die Probe
eingedriickt, sodass sich der Stauchungsweg w ergibt. Die iibrigen beiden Oberflichen sind freie
Oberflachen.

P
Z7 ’LU“

m VT T T Ao Annahmen: lineare FElastizitdtstheorie,
a/ 0 N w L . .
/7 Vernachlissigung des FEigengewichts,
! ~_ Last-

platte Spannungsfreiheit in der unverform-
i ten Lage, quasi-statischer Versuch. Al-
| le Kontaktflichen zwischen Versuchs-
l kérper und Versuchsapparatur (inklu-
i sive der Lastplatte) sind reibungsfrei
! Y, v (nicht sichtbare Oberflichen und Ober-
/QO 7777777777 - fliche z=H ).

X, u

Gesucht:

1. Schreiben Sie die mathematische Formulierung der in Worten beschriebenen Verschiebungs-
und Spannungsrandbedingungen fiir die gesamte Oberfliche des Probekorpers vollstandig
an.

2. Beweisen Sie, dass der Verschiebungsansatz w(X,Y,Z) = v2 X und v(X,Y,Z) = v2Y
sowie w(X,Y, Z) = -% Z die Verschiebungsrandbedingungen erfiillt.

3. Berechnen Sie die Komponenten des Verzerrungs- und des Spannungstensors mit Hilfe des
im Punkt 2 gegebenen Verschiebungsansatzes.

4. Beweisen Sie, dass die Spannungen sowohl die Gleichgewichtsbedingungen in jedem Punkt
des Probekorpers erfiillen als auch die Spannungsrandbedingungen einhalten.
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Losung:

Tl &l = sl [ &l

Randbedingungen: Kontrolle Verschiebungsansatz:
X-Ri.  Y-Ri. Z-Ri. wW(X =0)=v-
X=0 u=0 7, =0 7,,=0
Y =0 TyIZO v=0 Tyzzo U(YZO)ZV'
Z=0 | Top=0 7= w=0
X=a |040=0 7= Tuz = w(Z =0)=-
Y=a | 1:=0 o4= Tyz = _
Z:H TZIZO sz: w:_w w(Z:H):—%H:—w\/
IJ% 0 0 0
€= 0 veE 0 = Hooke’sches Gesetz = o =| 0
w
0 0 -—= 0
H

Kontrolle Gleichgewicht und Spannungsrandbedingungen:

0jij =0 0 (X=a)=0, Y =a)=0v 7,;=0V

BEISPIELSAMMLUNG FESTIGKEITSLEHRE




1. Kolloquium WS2010/2011

2. Beispiel: Zylindrischer Stahltank mit Dehnungsmessstr.
Angabe:

Gegeben ist ein geschlossener zylindrischer Tank (Radius Ry, Wanddicke to, Hohe Hy > Ry)
aus isotropem Stahl (Querdehnungszahl v und linearer Warmeausdehnungskoeffizient a7). In
der spannungsfreien Referenzlage (kein Innendruck, Referenztemperatur 7,.¢) wurden zwei Deh-
nungsmessstreifen (DMS) an der duferen Oberfliche des Tanks angebracht (siche Abbildung).
Nach Aufbringen von Innendruck p und einer gleichméfigen Temperaturdnderung AT des Stahls
wurden mit den DMS die in der Tabelle angegebenen Dehnungen gemessen.

Ry = 150,0cm

to = 1,0cm
p = 3,0 bar
v = 0,35

ar =1,2-105K™!
€300 = 6,8405-1074
£1350 = 6,4701-104
Hinweis: 1 bar = 0,01 kN /cm?2.

Annahmen: Es sind die Kesselformel und ein ebener Spannungszustand zugrundezulegen.

Gesucht:
1. Bestimmen Sie den Elastizitdtsmodul F des Stahls und die Temperaturdifferenz AT auf
Basis der linearen Elastizitatstheorie.
2. Bestimmen Sie die Komponente Fxx: des Green’schen Verzerrungstensors, wobei die Koor-
dinatenachse X’ mit der X-Achse einen Winkel von 60° und mit der Y-Achse einen Winkel
von 30° einschliefst.

3. Welche Dehnungen wiirde man messen, wenn p = 3 bar und AT = 80 K betragen?

Losung:

Die Spannungen ergeben sich aus der Kesselformel: o, = 4,5 kN/cm?, o, = 2,25 kN/cm?Anwen-
dung der Transformationsbeziehung fiir Verzerrungstensorkomponenten in der z-y-Ebene (fiir
30° und 135°) ergibt: ¢, = 7,2109-1074, ¢, = 5,7293-10~* Das Hooke’sche Gesetz fiir einen ebenen

Spannungszustand liefert zwei Gl. zur Bestimmung von E und AT: [ ZI ] = %[ Lo :| .
y

l T :| + [ arAT = F =20 501,48 kN/cm?, AT = 45 K Komponente des Green’schen
Oy OéTAT

Verzerrungstensors: gp0 = 6,0997 - 1074,

Interpretationsformel: Exxr = 3[(g600 + 1)? = 1] = 6,1016 - 10-* Dehnungen in den DMS mit
AT =80 K:

Aus dem Hooke’schen Gesetz ergibt sich: €} = 1,1411- 1073, &% = 9,9292 - 10~ Transformation in
Richtung der DMS ergibt: €4, = 1,1040- 1073, {5, = 1,0670- 103
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Ersatzkolloquium WS2010/2011
1. Beispiel: Oedometerversuch mit Eigengewicht

Angabe:

Gegeben ist eine witrfelformige Bodenprobe aus homogenem, isotropem Material mit Elastizititsmodul £ und
Querdehnungszahl v. Das spezifische Gewicht wird im Volumenkrafivektor —pg e, berticksichtigt, wobei p die
Massendichte und g die Erdbeschleunigung bezeichnet. In der unverformten Lage betrégt die Kantenlidnge a
(siche Abbildung). Mit Hilfe eines Kompressionsapparates wird die Probe einem Oedometerversuch unterzo-
gen: Mit Ausnahme der belasteten Obertliche (£ = H) sind alle anderen Oberflichen gegen Verschieben in
Richtung ihrer Flichennormalen gehalten. An der belasteten Oberf{ldche (Z = H) wird eine starre Lastplatte
mit der Kraft P in die Probe eingedriickt.

P
Zw
| a .
u Zu v Annahmen:  lineare  Flastizitdtstheorie,
A (O ™ [ast Spannungsfreiheit in  der unverformien
' T plz;tte Lage, quasi-statischer Versuch. Alle Kon-
! taktflichen  zwischen  Versuchskorper
: Voo und Kompressionsapparat (inklusive der
a 00 —coofoco- |

Lasiplatie) sind reibungsfrei.

X.ouw
Gesucht:

1. Schreiben Sie die mathematische Formulierung der in Worten beschriebenen Verschiebungs- und Span-
nungsrandbedingungen fiir dic gesamte Oberfliche der Bodenprobe vollstindig an.

2. Bestimmen Sie flir den Spannungsansatz 0., = pgz + C1, Opy = Oy = Tou 50 Oay = Faz = Tyz = 0
die Konstante 7 aus den Randbedingungen. Beweisen Sie, dass die Spannungen sowohl die Gle-
ichgewichtsbedingungen in jedem Punkt der Bodenprobe crfiillen als auch die Spannungsrandbedingun-
gen einhalten.

3. Berechnen Sic mit Hilfe des in Punkt 2 gegebenen Ansatzes dic Komponenten des Verzerrungstensors
durch Anwenden des Hooke’schen Gesetzes sowie anschlieBend die Verschiebungskomponenten u, v
und w durch Integration der linearen kinematischen Beziehungen und Anpassen der Randbedingungen.
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Losung:

1. Randbedingungen:

X-Ri. Y-Ri. Z-Ri.
X=0 u=0 75 =0 Tpz =0
Y=0|7,=0 v=20 Ty = 0
Z=0|7Tp=0 7,,=0 w=20
X=a u=0 75 =0 Tez =0
Y=a|17p=0 v=0 Tyz = 0
Z=a |Tup=0 7,=0 Uzz:—a%

Konstante Cy:
P P
0..(Z =a) = pga+ Cy = — = Cy = —pga — 2

Kontrolle Gleichgewicht und Spannungsrandbe-
dingungen:

P
Ojij = ov O'ZZ(Z = (l) = *?\/ Tij = ov

Verzerrungen mit Hooke’schen Gesetz, Verschiebungen durch Integration der Verzerrungen:

0 0
0 0
0

O.ZZ
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u= [eppdr==Co mitu(X =0)=0=C,=0
v=[egydy=Cimitv(Y =0)=0=C3=0
w= [e,,dz= 1];612:) (pg%_pgaz—a%z)—l-a;,
mitw(Z =0)=0=C, =0




1.Kolloquium WS2009/2010

1. Beispiel: Ebener SPZ / Ebener Verzerrungszustand

Angabe:

Gegeben ist ein gasgefiillter Stahltank laut Abbildung (isotropes Materialverhalten). Zwei Deh-
nungsmessstreifen wurden vor dem Einfiillen des Gases an der Oberfliche des spannungsfreien
Stahltanks angebracht. Nach dem Steigern des Innendrucks auf den Wert p; wurden die in der
Tabelle angegebenen Dehnungsmesswerte erhalten.

Radius: Ry = 60,0 cm
Blechdicke: to = 10,0 mm

N

Ho/2

Innendruck: p; = 30bar

(Hinweis: 1 bar = 0,01 kN /cm?)
DMS bei 20°: €990 = 6,5978-1074
DMS bei 140°: €140 = 5,0048-104

Hinweis: Legen Sie ihren Berechnungen einen ebenen Spannungszustand (ESZ) zugrunde.
Gesucht:

1. Bestimmen Sie den Elastizitdtsmodul £ und die Querdehnungszahl v des Stahls auf Basis
einer geometrisch linearen Theorie.

2. Bestimmen Sie die Anderung des Umfangs und des Radius des Stahltanks.

3. Bestimmen Sie die Komponente Ex:x: des Green’schen Verzerrungstensors, wobei die Ko-
ordinatenachse X’ mit der X-Achse einen Winkel von 60° einschliefst.

4. Geben Sie fiir jeden Kérper (a) bis (f) in der unteren Abbildung ein sinnvolles technisches
Konzept (ESZ, EVZ, 3D) zur Bestimmung des Spannungs- und Verzerrungszustandes an.
Bei den Korpern (a), (b), (e) und (f) ist die Verschiebung in Léngsrichtung verhindert.
Die Seitenflichen der Korper (c¢) und (d) sind spannungsfrei. Alle Kérper sind reibungsfrei
gelagert, und das Eigengewicht kann vernachléassigt werden.

‘ESZ ... ebener Spannungszustand, EVZ ... ebener Verzerrungszustand, 3D ... rdumlicher Spannungs- und \"m‘xon‘l1np;sxnsra‘n<1‘

(a)
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Losung:

e Der Berechnung wird ein ebener Spannungszustand (ESZ) zugrunde gelegt. Aufgrund der
Belastung und Geometrie des Kopers, sind o, und o,, Hauptnormalspannungen, und folg-
lich 04y = 0 und €, = 0. Mit Hilfe der gemessenen Dehnungen und den Transformationsbe-
ziehungen fiir Verzerrungstensorkomponenten in der X-Y-Ebene, ergeben sich die Verzer-
rungen €, = 7.2270-10* und ¢,,, = 1.8489-10~4. Formulieren der Gleichgewichtsbedingungen
gegen Verschieben in Umfangs- bzw. Axialrichtung unter der Naherung R; » Ry liefert die
Hauptnormalspannungen o,, = 18 kN /cm? und oy, = 9 kN /cm?. Das Hooke’sche Gesetz fiir
den ESZ liefert nun zwei Gleichungen zur Bestimmung des Elastizitdtsmoduls F = 21420
kN/cm? und der Querdehnungszahl v = 0.28.

e Die Anderung des Umfangs und des Radius des Stahltanks berechnet sich wie folgt:

AU = e,,U = £,,2Rom = 7.2270-107*-2-60 - 7 = 0.272 cm
ARy =AU /27w =0.272/27m = 0.043 cm

o oo =0.31934-107%,  Exixr = 1((1+eg0)2 = 1) = 0.31939 - 10~

e (a) EVZ & ESZ da Verschiebung in Langsrichtung verhindert, Belastung gleichméfig, ¢ > d
und d > t (vgl. zylindrischer Stahltank)
(b) EVZ da Verschiebung in Léngsrichtung verhindert, Belastung gleichméfig und ¢ > d
(c) ESZ da Seitenflachen spannungsfrei, Belastung gleichméfig und ¢ << d
(d) ESZ da Seitenflichen spannungsfrei, Belastung gleichméfig und ¢ « d
(e) EVZ da Verschiebung in Léngsrichtung verhindert, Belastung gleichméfig und ¢ > d
(f) 3D aufgfrund der lokalen Belastung
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1. Kolloquium WS2007 /2008
1. Beispiel: Ebener Spannungszustand / Ebener Verzerrungs-
zustand

Angabe:

Gegeben ist ein gasgefiillter Stahltank laut Abbildung (isotropes Materialverhalten). Zwei Deh-
nungsmessstreifen wurden vor dem Einfiillen des Gases an der Oberfliche des spannungsfreien
Stahltanks angebracht. Nach dem Steigern des Innendrucks auf den Wert p; wurden die in der
Tabelle angegebenen Dehnungsmesswerte erhalten.

R[)

Radius: Ry = 60,0cm
Blechdicke: to = 10,0 mm
Innendruck: p; = 30bar

(Hinweis: 1 bar = 0,01 kN /cm?)
DMS bei 20°: €390 = 6,5978-10~4
DMS bei 140°:  €1490 = 5,0048-104

Hinweis: Legen Sie ihren Berechnungen einen ebenen Spannungszustand (ESZ) und die geome-
trisch lineare Elastizitdatstheorie zugrunde.

Gesucht:
1. Bestimmen Sie den Elastizitdtsmodul E und die Querdehnungszahl v des Stahls.

2. Bei welchem Innendruck betriagt die Blechdicke ¢ in der verformten Lage 9,99 mm.

3. Wie grofs mufs das Verhaltnis Ry/ty mindestens sein, damit die Annahme eines ESZ sinnvoll
ist. Hinweis: Der ESZ kann als technisch sinnvolle Ndherung betrachtet werden, wenn die
grofste Spannung in Dickenrichtung zumindest eine Zehnerpotenz kleiner als die Normal-
spannung in Umfangsrichtung ist.
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Losung:

1. e Der Berechnung wird ein ebener Spannungszustand (ESZ) zugrunde gelegt. Aufgrund
der Belastung und Geometrie des Kopers, sind 0., und o,, Hauptnormalspannun-
gen, und folglich o, = 0 und €., = 0. Mit Hilfe der gemessenen Dehnungen und den
Transformationsbeziehungen fiir Verzerrungstensorkomponenten in der X-Y-Ebene,
ergeben sich die Verzerrungen e, = 7.2270- 10~ und ¢, = 1.8489 - 10-*. Formulieren
der Gleichgewichtsbedingungen gegen Verschieben in Umfangs- bzw. Axialrichtung
unter der Naherung R; » Ry liefert die Hauptnormalspannungen o, = 18 kN /cm? und
oyy =9 kN/cm?. Das Hooke’sche Gesetz fiir den ESZ liefert nun zwei Gleichungen zur
Bestimmung des Elastizitatsmoduls F = 21420 kN/cm? und der Querdehnungszahl
v=0.28.

e Die Dickendnderung At in Abhéngigkeit des Innendrucks p; ergibt sich zu:

v v (Ropi Ropi
At=c,, - to=—— (04 + t:——( +
0=~ (Om top)to=-% o 2t

)to =-0.00lcm

Daraus ergibt sich ein Innendruck von p; = 85 bar, bei dem die Blechdicke ¢ in der
verformten Lage 9.99 mm betrégt.

e Die Annahme des ESZ ist It. Angabe zuldssig wenn folgende Bedingung erfiillt ist:

Rolpi|
|04 _ 2opl _ %

Normalspannung in Umfangsrichtung

> 10 -

= = > 10.
Grofte Spannung in Dickenrichtung il lpil  to
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2. Kolloquium WS2020/2021

1. Beispiel: Streckenlasten — Aufere Krifte
Angabe:

Gegeben ist das nachfolgend dargestellte Traktionsvektorfeld T(€e Ag,,n=-eg3), welches auf
die Flache der Sparrenoberseite Ag, wirkt.

T(€Aso,n=—eg3) = —€ {as cos(a)}

€2
®
S €1 e3 :
3 Lp &
™~ -

Hinweis: Das FEigengewicht der Dachfldche oder des Dachgespdrres ist hier nicht zu beriicksich-
tigen. Fs ist lediglich das gegebene Traktionsvektorfeld zu betrachten.

Gesucht: Bestimmen Sie fiir den Sparren die Streckenlast in lokaler eg3-Richtung, sprich
¢s(&s1) = gs in |[kN/m|. Fiir ein Sparrendach mit der halben Dachbreite Lp = 5,50m, dem
Dachneigungswinkel o = 30°, dem Sparrenabstand ag = 0,80 m; fiir einen Sparren mit der Breite
bs =0,10m und der Hohe hg = 0,20 m; sowie fiir s = 1,35 kN/mZ.

Losung:
Zunachst kann das gegebene Traktionsvektorfeld vom globalen Koordinatensystem auf das lokale

Bezugssystem iiberfiihrt werden.

eg3 =—€ycos(a) —egsin(a) - Tg3= +$bﬁ cos?(a)
s

Die gesuchte Streckenlasten ¢s(£s1) = gs kann nun mit der Traktionsvektorkomponente Ts 3 wie
folgt ermittelt werden.

s = f [T&g]dfg}gdf&g = +sagcos?(a) = 0,8100kN/m
Cs
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2. Kolloquium WS2020/2021

2. Beispiel: Typische Spannungsverlaufe
Angabe:

Gegeben ist die gedankliche Schnittfliche A mit der Flichennormalen n = e; mit verschiedenen
Darstellungsvarianten des Traktionsvektorfeldes T(£€ A,n=e;). Dabei sind die Traktionskréfte
e, T den Normalspannungen oy, zugeordnet, und die Traktionskrifte e373 den Schubspannungen

031.

Gesucht: Welchem Bild entspricht ein Traktionsvektorfeld der Form:

eT1(EcAn=-e) +4,250 ¢4 N/mm2

2

4
esTs(£cAn=-e) = -0225 e3l1 - %] N/mm”

Losung:

Da in den Abbildungen das gedankliche Schnittufer mit der Flichennormalen n = +e; gezeigt
wird und die gegebenen Traktionskraftkomponenten fiir eine Schnittfliche mit Flichennormaler
n = —e; definiert sind, wird das Schnittprinzip angewendet.

elTl(A, el) —elTl(A, —el) = —4,250 (S31 N/mm2

2

T(6:n) = -T(,-n) e;T3(A e1) = -e3T3(A, —er) = +0,225 e3l1 - 4%%] N/mm®

Somit soll die Traktionsvektorkomponente T in den Abbildungen in die negative e;-Richtung
wirken und die Komponente 75 in die positive es-Richtung. Dies entspricht der Abbildung b).
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2. Kolloquium WS2020/2021
3. Beispiel: Gleichgewicht an einer Holzverbindung —

Strukturpunkt®
Angabe:

Gegeben ist der Strukturpunkt ,Innenauflager eines Zwei-Feld-Trégers mit Bezug auf ein loka-
les ej-es-e3 Basissystem. Durch das gedankliche Freischneiden entstehen die Querschnittsflachen
Ag und Ay sowie die Trager-Innenauflager-Kontaktfliche Ar mit den zugehorigen Normal- und
Schubspannungsverlaufen der Querkraftvektoren Qg und Qg und der Biegemomentvektoren Mg
und M in unmittelbarer Ndhe des Auflagerpunktes (§; » 0) sowie mit dem zugehorigen Kon-
taktspannungsverlauf des Kraftvektors (,Auflagerkraft) F.

eng(EEAL,n = —el)

"“‘e3T3(€€AR, n=— 61)
elTl(SEAR, n= e1)

¢QR = e3Qf

ME (&) = —3q€3 + 3qlé, — tql® mit & €0, 1]

Hinweis: Die natirliche Randbedingung am Stabanfang (£1=0) lautet: dMs(&1)/dér = Qs(&1). Der
betrachtete Strukturpunkt befindet sich tm Momentengleichgewicht. Dies bedingt: My + Mg = 0.
Des Weiteren gilt Qr = Qg aufgrund einer Symmetrieebene mit Normaler ngy,, = +e;.

Gesucht: Bestimmen Sie die Komponente Fj des Kraftvektors F in [kN] fiir die Feldlédnge [ = 5m
und fiir ¢ = 6,25kN/m, sodass der Strukturpunkt im Gleichgewicht ist.

Losung:

Alle am betrachteten Strukturpunkt angreifenden Kréfte miissen im Gleichgewicht stehen. Somit
liegt folgende Bestimmungsgleichung fiir die gesuchte Komponente F3 vor:

F+QL+QR=0—>G3[F3+Q§+Q§]=O

Mit Hilfe der ,natiirlichen Randbedingung* folgt die Querkraftvektorkomponente Q% mit:

d M- 5 5
% =Q3(61) =~ + gql - Q5(&=0) = +§ql
Die Symmetrieebene im Strukturpunkt bedingt Q; = Qg und somit folgt F3 mit:

5 5
Fy=-Q%-Qf = ~gdl - gal=-125¢l = ~39,0625 kN
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2. Kolloquium WS2020/2021
12. Beispiel: Winkel zwischen y — z Koordinatensystem und

Haupttragheitsachsen
Angabe:

Gegeben ist der Querschnitt eines Fachwerkstabes. Durch Korrosion wird der Querschnitt derart
geschadigt, dass der linke obere Flanschteil ausfillt, woraus eine Reduktion der Querschnittsfla-
che resultiert (siehe Skizze). Gegeben ist des Weiteren das Triagheitsmoment I, = 50818, 92 cm?
und das Trégheitsmoment [,, = —12191,6667 cm*. Die Haupttriagheitsachsen werden zur Unter-
scheidung vom y — z Koordinatensystem mit n und ¢ bezeichnet.

durch Schiadigung ausfallender
Querschnittsteil

30

.5 88
L] <
190 H 190 = fm]
400
20

~

Gesucht ist der Winkel « in [°|, den die y-Achse mit der 7-Achse einschliefst.

Losung:
. 1 -2-1,,
Winkelberechnung;: a = garctan 71
Neuer Schwerpunkt: Zg = ’165'6322;)335'12000 =38,70mm = 3,870 cm
Neue Trégheitsmomente:
I, = 232491.3.(-20,37)2+ 995 1 40.3.12,632 + 220 + 2.30 - (-3,87)2 = 50818, 9167 cm*

L o= 22°43.21.7,0372 + 29 4 3.40- (-2,463)? + 292° 1 302 (~2,463)2 = 22546, 92 cm*

o = 21-3-(=20,37)-7,037+3-40- (-2,463) - 12,63 + 30 - 2 (-2,463) - (-3,87)
= —12191, 6667 cm?

~
I

~2.(-12191, 6667)
50818, 9167 — 22546, 92

a = %arctan( ) =20, 38815058 ~ 20, 39°
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Ersatzkolloquium WS2020,/2021

7. Beispiel: Aufsere Krafte — Lastaufstellung

Angabe:

Gegeben sind die Traktionsvektorfelder eines Windsoges T, (§ € As,, n=-eg3) und des Eigen-
gewichts der Dachfliche T,(£€ Ag,, n=-eg3), welche beide auf die Fldche der Sparrenoberseite
Ag, wirken. Der Dachneigungswinkel a betragt 30°. Der Sparren besitzt eine Breite bg = 0,10 m,
eine Hohe hg = 0,20m und einen Sparrenabstand ag = 0,80m. Die Intensitdt des Windsoges
betragt wgog = 0,75 kN/m” und jene des Dachfliicheneigengewichts folgt mit 9mig = 1,15 kN/m”.

Wsog AS

bs

T (€€ As.o n=—ess) = —es,g{

ig Q
Ty(§€As0n=—es3) = +e |:QEQS:|

bs

€] e3/

€53 e,

Hinweis: Das Figengewicht des Dachgesparres ist hier nicht zu bericksichtigen.
Gesucht: Bestimmen Sie fiir den Sparren die Streckenlast in lokaler eg 3-Richtung, sprich

qs(€s1) = gqs in [kN/m].

Losung:
Zunéchst kann die Traktionsvektorfeld-Komponente T3 vom globalen Koordinatensystem auf das
lokale eg1-es 3 Bezugssystem iiberfiihrt werden.

ess = +eycos(a) +egsin(a) - Tg, =+ [gE;g as] cos(a)
’ S

Die gesuchte Streckenlasten gg(€s1) = ¢s kann nun mit der Traktionsvektorkomponente 7, und
T’y wie folgt ermittelt werden.

gs = f [ng - Tg‘jg]dﬁs,zdés,g - [ng _ ng]bs - +[gEig cos(a) - wsog]as
Cg ’ ) B
Beriicksichtigung der gegebenen Zahlenwerte fiihrt auf:

gs = +1,15kN/m?-0,80m-cos(30) —0,75kN/m?-0,80m = +0,1967kN/m
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Ersatzkolloquium WS2020,/2021

8. Beispiel: Typische Spannungsverlaufe

Angabe:

Gegeben ist ein Holzbalken mit der Breite b = 14 cm und der Hohe A = 20 cm sowie die gedank-
liche Schnittfliche A mit der Flachennormalen n = e; mit verschiedenen Darstellungsvarianten
des Traktionsvektorfeldes T(£€ A, n=e;). Die Traktionskrifte ;7 sind den Normalspannungen
011 zugeordnet, welche infolge einer Normalkraft und einem Biegemoment resultieren.

h)2

e 5,
(a) | (b)

@

h/2 h/2

Gesucht: Welchem Bild entspricht ein Traktionsvektorfeld der Form:
eTi(€cAn=—e) = —[0,2679 +0,0536 53]e1 kN /cm?
Losung:
Da in den Abbildungen das gedankliche Schnittufer mit der Flichennormalen n = +e; gezeigt

wird und die gegebene Traktionskraftkomponente fiir eine Schnittfliche mit Fldchennormaler
n = —e; definiert ist, wird das Schnittprinzip (T(ﬁ, n) = -T(§, —n)) angewendet.

eTi(Ae) = —e T (A, —e) = —{—[0,2679 +0,0536 gg]el} kN /cm?

In weiterer Folge berticksichtigen wir {3 mit +h/2:

€= -h/2=-10em: e/T; =+[0,2679 - 0,0536 - 10] = ~0,2681 e; kN /em’
€= +h/2=+10cm: e,T; = +[0,2679 +0,0536 - 10] = +0,8039 €; kN /cm?

und erkennen, dass das gegebene Traktionsvektorfeld durch Abbildung (d) dargestellt wird. Da
die Traktionskraftvektoren an der Balkenoberseite einerseits in die negative e;-Richtung wirken
und andererseits betragsméfig kleiner sind als jene an der Balkenunterseite.
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Ersatzkolloquium WS2020,/2021
11. Beispiel: Schiefe Biegung
Angabe:

Gegeben ist ein I-Profil, welches eine Querschnittsfliche von A = 121,2cm? aufweist, sowie
die Schwerpunktkoordinaten y, = 9,641 cm und z, = 13,845 cm; das Tragheitsmoment betréigt

I, =5147,94 cm*. Weitere Querschnittswerte sind der Skizze zu entnehmen.

250
[ o
: N
Zg §
Sé'""')'fs’ ””””” -
o
12 | =
40
| g i
200
[mm]

Gesucht: Berechnen Sie das Deviationsmoment /,, (in [cm?|) des dargestellten Profils.

Losung:

I, = 2020195020 (10 -138,45)% + 2262 4 12.260 - (150 - 138,45)>
+200 20° 420020 - (290 - 138,45)? = 1,926588 - 108 mm* = 19265,88 cm*

I = 220195020 (125-96,41)2 + 25912 4 12.260 - (46 - 96,41)>
+20 200° 1+200-20 - (100 - 96,41)? == 5,14794 - 107 mm* = 5147,94 cm*

I. = 250- 20 -(125-96,41) - (10 - 138,45) + 12260 - (46 — 96,41) - (150 — 138,45)
+200- 20 - (100 — 96,41) - (290 — 138,45) = —1,80022 - 10" mm* = -1800,22 cm*
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Ersatzkolloquium WS2020,/2021
12. Beispiel: Schiefe Biegung
Angabe:

Gegeben ist ein Kragtriger mit einfach symmetrischem Querschnitt, der sich aus einem I-Profil
und einem zuséatzlich aufgeschweifiten Stahblech zusammensetzt. Querschnittsabmessungen sind
der Skizze zu entnehmen.

250
]Qp —
o
o
o
Ys ——1ols
| ; | s.
1S
200
[mm]
Zs

Gesucht: Berechnen Sie die Koordinate zg (in [cm|) des Schwerpunktes.

Losung:

; 250-20-10+10-220-130 + 250 - 20 - 250 + 200 - 15 - 267,5
S:
A

2388500

=157,14mm = 15,71 cm
15200
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2. Kolloquium WS2018/2019
1. Beispiel: Kernflache und Normalspannungen

Angabe:

Gegeben ist eine eingespannte Stiitze, deren Querschnitt einem gleichseitigen Dreieck entspricht
mit b = 25 cm (siehe Abbildung). Am freien Ende wird die Stiitze durch die in Stabléngsrichtung
wirkende Kraft P, und durch zwei in der y-z-Ebene wirkende Krifte P, und P, belastet (alle
Kréfte greifen im Schwerpunkt S an). Die Grofe der Kraft P, wird durch die letzten beiden
Ziffern Threr Matrikelnummer XY bestimmt: P, = (300 - XY) kN.

Vollquerschnitt der Stiitze System
17713
I, =50 h‘
L=xhb } /
Iy: =0 \p‘Nﬂ P
/y SI[[ T~
z > y
Hohlquerschnitt fiir Punkt d ’
Achtung: b und h beziehen sich hier auf die Mittellinie Z
hohl __
. Lyt =7
h =10 [hohl =7 =
? b %'@ -

Belastung: P, = P, = %
Abmessungen: ¢ = 100

Gesucht:

a. Bestimmen Sie die Kernflache des Vollquerschnitts und stellen Sie diese mafstablich dar.

b. Berechnen Sie die Gleichung der Nulllinie im Stiitzenfuf fiir den Vollquerschnitt und stellen
Sie diese mafistablich dar.

c. Ermitteln Sie die maximalen Normalspannungen im Stiitzenfuf fiir den Vollquerschnitt und
markieren Sie in Ihrer Skizze jene Stellen, wo die maximalen Zug- und Druckspannungen
zufolge der gegebenen Belastung auftreten.

d. Berechnen Sie die Flichenmomente 2. Ordnung des Hohlquerschnitts (7}°0, [hoht). Um wie
viel Prozent vermindern /vergrofern sich die Tragheitsmomente, verglichen mit dem Vollquer-
schnitt?

Hinweis: Beziehen Sie sich auf Profilmittellinien.

e. Bestimmen Sie die Knicklast NV, der Vollquerschnitt-Stiitze (E = 21000 kN /cm?).

Hinwets: Die Schnittgrofen im Stiitzenfuk ergeben sich zu N = -F,, M, = —-P,-{ und M, = P,-{.
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Losung:
1. Kernflache:
h=¥b=2165cm; A=bh=¥3p2-97063 cm?;

’2
(2

I,=1 = ﬁ_704773 cmd; 2= =g—i=26,04cm2
Nullline 3 - 3 (parallel zur y-Achse):
3y = (OO/O) = Yrs = 0
(03 __ b
sz— (0/?17) - ZKs __ZP3Z ——m —>K3 (0/—3,61)

K1 und K2 folgen aus Symmetrie K; (-3,13/1,80) K (3,13/1,80)

2. Nulllinie:

tan-y, = %jl =-1
2= Ml_my_%ﬂz_v =y -y Ao 1,04
3. Normalspannungen: o, = JX + % z - ]\f Y= —% ];f z - IZE Y —
0 . _ lu T
Po(0/ - J5): 09,=005-P, kN/cm2 Orn® 7
P“(%/@): ol =-0,07- P, kN/cm? = gDruck o
4. Trigheitsmoment des Hohlquerschnitts //ht = Jhoht
t=2t=5cm \
1o = (b-1) (2- (4)") + 4 +2- PG - gt 0,025 b = 9.765,63 cmd  Thon
Thohl
o = 1:386

5. Knicklast: N, = ZEL - 721000704773 _ 5 919 g0 kN

(2L)2 (210-25)2
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2. Kolloquium WS2018/2019
3. Beispiel: Fachwerk - PvV und PvK

Angabe:

Gegeben ist ein ideales Fachwerk. Samtliche Fachwerksstdbe weisen einen Elastizitdtsmodul von
E = 5000kN/cm® und eine Querschnittsfliche von A = 12cm? auf. Im Auflager a ist eine
horizontale Verschiebung 4, = 1 mm eingepriagt und im Punkt b wirkt eine Kraft P, = 100 kN
(sieche Abbildung).

Gesucht:
}—‘> 71a
a. Ermitteln Sie mit Hilfe des Prinzips der virtuellen 5@* ® 5%7*
Verschiebungen die unbekannten Knotenpunkt- i ki ¢

verschiebungen u;, und v, sowie die Stabléngen-
anderungen Al;, Al und Als.

3m

b. Kontrollieren Sie die horizontale Verschiebungs-
komponente u, des Knotenpunktes b mit Hilfe des
Prinzips der virtuellen Kréfte. v

c. Stellen Sie, unter Verwendung der in Punkt a be-
rechneten Knotenpunktverschiebungen, die ver-
formte Lage des Fachwerks qualitativ dar.

Losung: 1-fach statisch unbestimmtes Grundsystem

1. PvV:
Unbekannte Knotenpunktverschiebungen: u, (<) und vy, ({)
Stabkrafte: N1 = ETAAZ:[, N2 = ETAAZQ, N3 = ETAAZ3
Stablangeninderungen: Aly = —%ub + %vb - %aa, Aly = vy, Alg = -1,

Virtuelle Stabléngenénderungen Afl = —-ab + @b, Al} = Uy, Al;, =0
= PvV: —EA[L(-uy + 2vy - 201,) (-2 + 20) + 2 vb by + (~1a) 0] + 2Py -y + 2P 0, = 0
iy (— EA[125ub To5 Vb + 11265“0] +35) +0y(~ EA[ T35 Ub + T35Ub ~ T35 Ua + %Ub] +:5)=0

T125 37125

6 1 " 165, 38
A S| TR | = w,=0,0115m, v, = 0,00625m
Ub 125Ut 554

— Al = -0,00625mm, Aly = 0,00625 m, Als = ~0,001 m

3. Verformte Lage:
2. PvK: Weglassen von Stab 3 7

ZHb—0=>N1 =—-BH

>Ve=0= Nz = ZBH

YH,=0= Ay =By

= PvK: ~(-2By)AlL — (3By)Aly +uy - By + 10 (Bg) =0
= up, = —2Al + 3Al - 14, =0,0115m v
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2. Kolloquium WS2017/2018
1. Beispiel: Integration der Differentialbeziehungen

Angabe: Gegeben ist ein 10 m langer Tréger aus Stahl mit konstantem Querschnitt, welcher
durch eine linear verdnderliche Streckenlast () und eine eingeprigte Auflagerverschiebung im
Punkt B wg geméf nachstehender Abbildung beansprucht wird. Fiir den doppelt-symmetrischen
Querschnitt gilt eine Biegesteifigkeit von EI, = 100000 kNm?.

¢ = 8kN/m i
i
\l\l\l\l\’\’\'\»\ S | "’
A ; BIX 390
Ws 19
[~
— e S '
10m v in [mm]

z,w Wg = 0,001 m &

Gesucht:

a. Bestimmen Sie die Funktionen der Verldufe von Durchbiegung w(x), Querschnittsdrehwinkel
(), Biegemoment M (x) sowie Querkraft Q(x) durch Integration der Differentialbeziehun-
gen der linearen Stabtheorie.

b. Bestimmen Sie das maximale und das minimale Biegemoment M,,,, bzw. M,,;, sowie die
Positionen, an denen diese Extremwerte auftreten und stellen Sie den Verlauf von M (z)
mafstablich dar.

c. Bestimmen Sie die maximale Durchbiegung w,,., sowie die Position, an der sie auftritt und
stellen Sie den Verlauf von w(x) mafstiblich dar.

d. Bestimmen Sie (bei Verwendung der Ergebnisse aus Punkt b) die betragsméfig grokte Bie-
genormalspannung die im gegebenen Querschnitt (1, = 47695 cm?) auftritt.

Losung:
a. Belastungsfunktion ¢,(z) = 8 - 8_;2) r=8-x

Viermalige Integration der Differentialgleichung 4. Ordnung:
d*w

q.(x) = EI,- il -r+8

-Q.(x) = E@-% = —%2+8-9c+01

-M,(z) = E@-% = —%3+4-a:2+6’1-x+02

El,-p(z) = EIy-CfZ—I: = —;—i+§-x3+01-%2+02-x+03
El,-w(x) = El,-w = —%+%4+01-%3+02-%2+03-x+04

Anpassung der Integrationskonstanten an die Randbedingungen:
M(x=0)=0=Cy=0kNm
w(zr=0)=0=Cy=0kNm3
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p(x=1)=0=0=2224+50-C, +C}
w(z =1)=0,001 = 100 2500+ 22 -C, +10-C5 = Cy = -4 kN, C5 = 22 kNm?

Funktlonen der Verlaufe:

Q(z) = ——8 fL‘+21003 (a:):——4 2+ 38
4 z® x4
p(x) = 100000( 24"'3 w0 -5 a:2+2;§5> w(x) = 100000( m+?—%'553+%'x)
b. Maximales und minimales Moment: ¢. Maximale Durchbiegung:
Q(iL‘) =0=>uxy,,, =3,16m @(’T) =0=2y,,.. =4,39 m
Moppar = M(x =z, ) = 29,46 kNm Winaz = W(T = Ty, ) = 0,0026 m

Mipin = M (2 = 10) = 30,33 kNm

Mma? 29,46 kNm/ﬂ Winae = 0,0026 m
i
N 7
Mp =-30,33 kNm

$MT’L(J/:L.
7,29 m xwmax

[=10m [=10m

wp = 0,001 m

d. Die betragsmaéfig groftte Biegenormalspannung tritt an der Einspannstelle auf:

= Mmin . — =30,33-100 ~£39 _ 2
0 = ZP - Zmaz = g5 5> =+1,24 kN /cm
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Ersatzkolloquium WS2016/2017
1. Beispiel: Spannungen, Festigkeitskriterien, Stabtheorie

Angabe:

a. Bei dem in der Abbildung dargestellten, auf Biegung und Normalkraft beanspruchten, Quer-
schnitt ist die Nulllinie (NL) und die Spannung im Punkt A, 04 = 1kN/cm?, bekannt. Wie
grofs ist die Spannung o im Punkt B geméf linearer Stabtheorie?

A D

\45° B

10 cm

20 cm

b. Beweisen oder widerlegen Sie die Existenz eines Spannungstensors

g 0 0
oc=|0 q ¢
() ([ (1 e],e2,e3

wobei ¢ < 0 ist, mithilfe der Mohr’schen Spannungskreise. Erlautern Sie die Widerlegung (falls
o nicht exisitiert) in Stichworten oder (falls o exisitiert) bestimmen Sie grafisch o, o7y und

OrII-

c. Berechnen Sie die hydrostatische Koordinate £ und die radiale Koordinate r = \/2-.J5 des
Haigh-Westergaard’schen-Spannungsraumes, in Abhéngigkeit von der Hauptspannung oy,
fiir den Spannungszustand

5 00
O =071 0 % 0
0 0 1

er.err,errr

wobel o777 < 0.

d. Berechnen Sie die Hauptspannung o;;;, in Abhéngigkeit von den Mohr-Coulomb-Parametern
c und ¢, flir

5 00
O =071 0 % 0
0 0

€r,€e11,€e111

wobel o777 <0 .
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Losung:

op=-2-04=

cm?
1++41
c §=oqq1 +j3j2 :%'0111
2 2 2
T:\/%'[(UI—UII) +(orr—orr)” + (o —or) ]2 %'2'(%0111

d (Annahme f(o)=0): ZEL - (1 +sin(p)) o777 - (1 -sin(p)) <2-c-cos(p)

BEISPIELSAMMLUNG FESTIGKEITSLEHRE
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;“ q,29 _
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Il
~
=
o) O11E 4 o;=0 ¢
q

q,9
2
) I\/%'|0’m|

4-c-cos(p)
=07 < 3 sin(¢p)-1




3. Kolloquium WS2016,/2017
2. Beispiel: Normalspannungen

Angabe:

Gegeben ist ein Querschnitt mit den Tragheitsmomenten I, = 2924,26 cm* und I, = 297,28 cm?,
welcher durch die Biegemomente M, = 300 kNcm und M, = 100 kNem beansprucht wird.

) 100 ’
A 71
gil__ ________ I._._gé
|
|
2 i] 10
|
O ]! o
Y ST 5
116,48

in [mm] z

Gesucht:

1.

BEISPIELSAMMLUNG FESTIGKEITSLEHRE

Bestimmen Sie die Haupttrigheitsmomente, Bezug
nehmend auf die Profilmittellinien, sowie den Neigungs-
winkel der Haupttragheitsachsen.

Ermitteln Sie die Lage der Nulllinie und zeichnen Sie
diese winkeltreu in der nebenstehenden Abbildung ein.

Markieren Sie in Threr Zeichnung die Stellen der Ex-
tremwerte der Biegenormalspannungen und berechnen
Sie diese.

Uberpriifen  Sie rechnerisch, ob zufolge einer im
Punkt P angreifenden Normalkraft, deren Wirkungs-
linie parallel zur z-Achse verlauft, nur Zugspannungen,
nur Druckspannungen oder sowohl Druck- als auch Zug-
spannungen auftreten. Begriinden Sie Thre Antwort.




Losung:

1. Haupttragheitsmomente
I, = 153 cm*(exakte Berechnung I, = 156 cm*); I, = 2933,14 cm*;
I, =28840cm?; «a=-3,32°

2. Lage der Nulllinie gDruck . ;

tany, = 4F =4 k=tand, = iF2eE 23938 6, = T1,84° 7
= 2=k-y=3238-y (d=0)
/

3. Extremwerte der Biegenormalspannungen Sy
P = 0,1235kN em?; 5 = 0,4 kN e y y
oPruck(5359/ -8 .0) =0,1235-2 - 0,4 -y = —3,24 kN /cm? ;
o8 (-2,148/10,9) = 2,21 kN /cm? /

/

4. Nulllinie zufolge Normalkraft in P |—/’——Q olug
iy=\/ 2 =7769cm; i =\/% = 2436 cm B
Tp=-4,229cm; (p=-7,357cm

i2 i
pi=0: mph= —ﬁ—; =1,403cm; 5 =00 (ph= _Z_;]s = 8,203 cm;

Nachdem die Nulllinie zufolge der im Punkt P Normalkraft den Querschnitt schneidet, ent-
stehen sowohl Druck- als auch Zugspannungen.
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3. Kolloquium WS2016,/2017
3. Beispiel: Integration der Differentialbeziehungen

Angabe:

Gegeben ist ein 4m langer Kragtriager aus Stahl (Elastizitatsmodul £ = 210000 MN/m?) mit
konstantem Querschnitt, welcher durch eine linear verdnderliche Streckenlast geméfs nachste-
hender Abbildung beansprucht wird. Der doppelt symmetrische Querschnitt besteht aus einem
[-Profil des Typs HE-B 220, dessen Querschnittswerte der Tabelle zu entnehmen sind.

¢ = 12kN/m
220 ‘
' ! A= 091 cm?
Z =
j ~—HS X I, =8090 cm*
= ET = konst. Yy,v 1. = 2840 cm?
— x,u [ 1
4m P,
| 1
2, W in [mm] Z,w

Gesucht:

1. Bestimmen Sie die Biegelinie w(xz) durch Integration der Differentialbezichungen der linearen
Stabtheorie und stellen Sie den Verlauf von w(x) mafistiblich dar.

2. Berechnen Sie, unter Zugrundelegung der linearisierten Elastizitdatstheorie, die Komponenten
des Verschiebungsvektors (u, v, w) fiir zwei Punkte am freien Kragarmende, nédmlich fiir den
Schwerpunkt S und fiir den im Querschnitt markierten Punkt P;.

3. Welche Auswirkung hat eine Verdopplung der Belastung auf die Durchbiegung? Wird diese
mehr als, weniger als oder genau doppelt so grof? Begriinden Sie Thre Antwort.
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Losung:

1. Biegelinie

q.(x) :Ely-‘%ﬁ:—%erlQ
-Q.(x) :Ely-%:—%-x2+12-$+01
2
~My(z) =El,-$%=-1-22+6-22+C1-z+Cy
El,-¢(z) =EI, % =—1i6-J;4+2-m3+C'1-%3-x2+022-x+03
El, - w(z)=El, - w =-g-2°+3-2*+C1- %2 +Co- 5 +C5-0+Cy
Randbedingungen:
w(x) in |mm
w(zx=0) =0 - C4=0 2‘ () in fmm)
=
(,0([E=O) =0 g 03=O ;|0
Q.(x=4) =0 — Cy=-36kN - B g
My(z=4)=0 - Cy=64kNm 9,62 1439
E-1,=210000-10% ¥ . 8090 cm* - (22" = 16989 kN m?
> w(2) = e (s et + L gt 6kN -2 + 32kNm - 2?)

2. Verschiebungen am Kragarmende

w(z=4) =14,32mm - ug =(us/vs/ws)=(0/0/14,32) mm
up, =—p(r=4)-2=-0518mm - wup = (up, [vp [wp)=(-0,518/0/14,32) mm

3. Auswirkungen einer Verdopplung der Belastung
Bei Verdopplung der Belastung verdoppelt sich auch die Durchbiegung, da die Belastung linear
in die Berechnung eingeht.
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3. Kolloquium WS2015/2016
2. Beispiel: Virtuelle Arbeitsprinzipien fiir ideale Fachwerke

Angabe:

Gegeben: Ein ideales Fachwerk ist durch die vertikale Kraft P = 150kN belastet. Der Stab (3)
erfahrt zusétzlich eine Erwirmung um AT = 10 K. Im Auflager a ist die Verschiebung u, = 5 mm
eingeprigt. Alle Stdbe weisen die Dehnsteifigkeit £+ A = 100000 kN und den Temperaturausdeh-
nungskoeffizienten ap = 5- 1075 K-1 auf.

3m 3m Gesucht:

1. Bestimmen Sie die Stabkrifte zufolge der
T gegeben Belastung mit Hilfe des Prinzips
der virtuellen Verschiebungen.

2. Uberpriifen Sie die horizontale Knoten-
punktverschiebung im Punkt ¢ mit Hil-
fe des Prinzips der virtuellen Kréfte un-
ter Anwendung des Reduktionssatzes der

AT Baustatik.

4m

Losung:
1. Bestimmung der Stabkréfte mittels PvV
Ni=E-A8L Ny = B-A-82: Ny = B-A- (82 —ap-AT) mit Al = 20— 2u—20,; Aly = v Aly = u,
5 (g ve - 5?11 Ue = 5y ua)'(;rln Ve = 5o flc) + g Ve~ D+ (k =5-107*) - e = 0005 " 0c = 0
-12/125 189/500 | oue | 99/50 000 ~ Ue = M =1,688-103m
152/375 -12/125 ve | | 7/50000 Ve = 3(1)80 =5,666-103m
Aly =5,208-10%m; Aly =5,666-103m; Als=1,6838-10"2m
= N;=10,42kN; N, =141,67kN; N,;=6,25kN
2. Kontrolle der horizonalen Knotenpunktverschiebung mittels PvK
Der Reduktionssatz der Baustatik liefert einen Dreigelenksbogen.
Rundschnitt um den Knoten c: EH =0: N3= Pc, EV 0: Ny=
0 2
= —P.-Al+Pu=0 = wu.=Al3=1,68-103m |
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3. Kolloquium WS2015/2016
3. Beispiel: Biegenormalspannungen und Kern

Angabe:
Gegeben: Der Querschnitt laut Abbildung ist durch die Biegemomente M, = 6400 kNcm
M, = 8000 kNcm beansprucht.

Hinweis: Der Querschnitt ist im Mafsstab 1:5 dargestellt.

Gesucht: 5 20 5

1. Bestimmen Sie die den Schwerpunkt
und die Haupttragheitsmomente.

2. Ermitteln Sie die Lage der Nulllinie
und zeichnen Sie diese in der neben-
stehenden Abbildung ein.

3. Markieren Sie in der Zeichnung die
Stellen der betragsméfig grofiten
Biegenormalspannungen (Druck und
Zug) und berechnen Sie diese.

4. Ermitteln Sie den Kern des Quer- )

schnitts und zeichnen Sie diesen in der
nebenstehenden Abbildung ein.

l

n [cm]

Losung:
1. Bestimmung des Schwerpunkts und der Haupttriagheitsmomente

)
Tg = 15cm; Zg = 13,76 cm; I, = 31584 cm?; I, = 10069 cm? Druch NE;

O max ’—l—‘
by .

2. Bestimmung der Lage der Nulllinie
tan-y, = MZ S0 =1,25; d=0; k=tand, = [ytamy
= z=k-y=3,92-y (§,=75,6°)
3. Maximale Blegenormalspannungen (Zug und Druck)
oPruck(15/-12,16) = 7% -z - = -y = -14,38 kN /cm?
Zug

02U (~15/17,84) = 15,53 kN/cm2

KK !

=3,92cm

und

2 1,6

26

4. Bestimmung des Kerns

=\ 2 =13,32cm; i, =/% =

iy 7,52 cm :

K1(0/-9,94); K»(-3,77/0); K3(-1,07/10,50);
K4(0/12,89); K5(1,07/10,50); K4(3,77/0) in [cm]

BEISPIELSAMMLUNG FESTIGKEITSLEHRE
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3. Kolloquium WS2014 /2015
1. Beispiel: Normalspannungen

Angabe:
durch Schidigung
ausfallender Querschnittsteil
Gegeben ist der Querschnitt eines Fachwerkstabes, der | S
zentrisch durch eine Zugkraft N = 2000 kN belastet wird. -

Durch Korrosion wird der Querschnitt derart geschédigt,
dass der rechte obere Flanschteil ausfillt, woraus eine Re-
duktion der Querschnittsfliche resultiert. Es wird die An-
nahme getroffen, dass der Angriffspunkt der Normalkraft N = 2000 kN

im geschédigten Querschnitt unveridndert im Schwerpunkt y -—] T

des ungeschédigten Querschnitts liegt (y = z = 0).

Querschnittswerte des ungeschddigten Querschnitts:

A= 167,52cm?
I; = 36017,59 cm* | |ﬁ<
I; = 9904,26 cm* " T2 1
[g* = 0,00 Cm4 17300 [mm]

Y
z

Gesucht:

1. Bestimmen Sie die Lage des Schwerpunktes des geschiddigten Querschnitts sowie dessen
Haupttragheitsmomente.

2. Ermitteln Sie (fiir den geschidigten Querschnitt) die Lage der Nulllinie infolge der einwirken-
den Normalkraft und stellen Sie diese in einer maBstdblichen Skizze grafisch dar.

3. Berechnen Sie (fiir den geschidigten Querschnitt) die Extremwerte der resultierenden Normal-
spannungsverteilung und kennzeichnen Sie die Positionen, an denen sie auftreten.

4. Um wieviel Prozent dndert sich die maximale Zugspannung des Querschnitts durch die Schidi-
gung (bezogen auf den ungeschéadigten Ouerschnitt)?

Losung:
1. Schwerpunkt und Haupttréagheitsmomente
ys = 1,82cm, zZg = 3,71 cm
I,=26128cm?*, [, =6980cm*, I, =-4845cm?*
I, =27284cm?, I, =5824cm? mit «o=1342°

Rl

2. Nulllinie L
N =2000kN, M, = —7416,3 kNem, L g
M, = 3638,2kNem N
k=-1,89,d=-33,71cm - z=-1,89-y+ 33,71 ‘
0.:(y,2)=14,72-0,43-2-0,82-y kN/cm? 1 ]

1

3. Spannungsextremwerte |
Oumin = —1,95kN/em?,  oynax = 25,76 kN /cm?

wl

4. Spannungsidnderung durch Schédigung
Die maximale Zugspannung erhoht sich auf 216 %.
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3. Kolloquium WS2014 /2015
3. Beispiel: Biegebalken

Angabe:

Gegeben ist ein Balken mit Abmessungen, Art der Lagerung und Belastung geméf der nach-
stehenden Abbildung. Weiters weist der Balken eine eingeprégte Vertikalverschiebung w, an der

Einspannstelle auf.

q(z) = qo [(ézm)}
(= 800m o
W= 2,00cm ‘
¢ = 20,00kN/m > -
E = 21000,00 kN /cm? L7 E I .
I, = 8000,00 cm* p !
0
<t =
Gesucht:

1. Ermitteln Sie die Funktion der Biegelinie w(z) zufolge der gegebenen Belastung durch

Integration der Differentialbeziehungen der Balkentheorie.

2. Berechnen Sie die Stelle z, an welcher das maximale Biegemoment M, auftritt und werten

Sie die Funktion M, (x) an dieser Stelle aus (numerisch).

Losung:

Eld 1 =q(x) = C]o[ ] q(1-7) Ral(ldbetoi)lnggngen; .
d3 o B w(z=0)= > (Oy=
BlI'gs = ~Q:(2) = aolx 5)+ 1 My(z=0)=0 - Cy=0

Eld2=—M (z) = qo(———)+Clsc+C’2 w(z =) =10,

EIse = EIgp(x) C]o(6 24€)+C12+02I+03 o(xr=0)=0
E[U)(x) q0(24 120€)+Cl 6 +CQ 5 +03.CC+C4

120¢ 240 2/

11q01z 3weEI qoé 4 3WeEI _q [z* 2% 11230 | 203 = {3z _
Ci= ,Cs = s > w(@) =4 |5 + %0 | T We

An der Stelle des maxunalen Biegemoments gilt
Q= =qoT — qo5; QO14_10£ - SweEl =0 -2 =278cm
-M,(x) =qo- (72 - 6—2) —-qo- % — 3weBlr M, (2 =278 cm) = 5946 kNem

BEISPIELSAMMLUNG FESTIGKEITSLEHRE
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Ersatzkolloquium WS2013/2014
3. Beispiel: Prinzipien der virtuellen Arbeiten

Angabe:

Gegeben ist ein ideales Fachwerk. Samtliche Fachwerksstibe weisen einen Elastizitdtsmodul £,
eine Querschnittsfliche A und einen linearen Warmeausdehnungskoeffizienten o auf (siehe Ab-
bildung). Dem Auflager a ist eine Verschiebung i, = 1 mm aufgeprégt und das gesamte Fachwerk
erfahrt eine Erwarmung um 20 K.

4m

E = 5000kN /cm?
A = 12cm?
ar =3-10°K™

2m 3m

Gesucht:

1. Ermitteln Sie mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Verschiebungen die unbekannten Kno-
tenpunktverschiebungen und Stabldngenénderungen.

2. Kontrollieren Sie die horizontale Verschiebungskomponente des Knotenpunktes b mit Hilfe
des Prinzips der virtuellen Kréfte.

Losung:

Unbekannte Knotenpunktverschiebungen: w, (—) und v, (1)

Stabkrifte: Ny = ZAAlL - EAarAT, Ny = ZAAl, - EAar AT, Nj = %Alg - EAap AT
Stablangendnderungen: Al = =g + up, Al = —3ub, Als = \/5_12@ - %va

A

Virtuelle Stablingeninderungen: Aly = ty, Aly = — ub, Al = —ﬁv

A48 Up —aTAT+
250m ) - - =
= PvV = [ 0 % :| [ v 4aTAT 20 _a = wup =1,2937mm, v, = -7,4mm
= Al; =0,2937mm, Aly = -0,7762 mm, Alz = 3,8419 mm bzw. Ny = -27,1888 kN, Ny = —45,3144 kN,
N3 =0

PvK: 1-fach statisch unbestimmtes Grundsystem Weglassen von Stab 2: Nl = BH, Ns =0,
AH——BH:> BH(SZ1+UQ ( BH)""ub BH O:>ub—Al1+ua—12937mm\/
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3. Kolloquium WS2013/2014
1. Beispiel: Normalspannungen

2 6 2
Angabe: =~ i~ : : :
Gegeben ist ein zweiteiliger Querschnitt geméaft Ab- T =
bildung. Die Querschnittswerte des Profils U300 sind
ebenfalls der Abbildung zu entnehmen. Im Folgenden U300:
sind zwei voneinander unabhingige Lastfille zu be- e, = 2,7cm
trachten: Y A = 58,8 cm?
€z J, = 8030 cm*
Lastfall . N =0 7 I. = 495 cm?
M, = 800kNcm -
M, = -190kNcm Y S =
Lastfall IT: N = -80kN
P
Anmerkungen: Der Querschnitt ist nicht majSstdblich
dargestellt; der Schwerpunkt ist nicht mafstdblich ein- 0
gezeichnet.
|
Mafse in [cm] z z
Gesucht:

1. Bestimmen Sie die Haupttriagheitsmomente des gegebenen Querschnitts.

2. Ermitteln Sie fiir Lastfall I die Lage der Nulllinie und stellen Sie diese in einer mafsstiablichen
Skizze grafisch dar.

3. Berechnen Sie fiir Lastfall I die Extremwerte der resultierenden Biegenormalspannungsver-
teilung und kennzeichnen Sie deren Position auf dem Angabeblatt.

4. Es ist nun Lastfall IT zu betrachten, wobei die Wirkungslinie der gegebenen Normalkraft
durch den Punkt P verlduft (parallel zur z-Achse). Treten zufolge dieser Belastung nur
Druckspannungen im Querschnitt auf, nur Zugspannungen, oder treten sowohl Druck- als
auch Zugspannungen auf? Begriinden Sie Thre Antwort.

BEISPIELSAMMLUNG FESTIGKEITSLEHRE




Losung:
Koordinaten des Schwerpunktes: s = 2,91 cm, Zg = 14,56 cm

Flachenmomente 2. Ordnung: I, = 9338,53 cm*, I, = 541,80 cm?,
I, =-194,09cm? bzw. I, = 9342,81 cm?, I, = 537,52 cm? mit o = 1,26°

Nulllinie fiir Lastfall I: £ = -4,20, ¢, = -76,30°

Spannungsextremwerte fiir Lastfall I: oy, = =2,39kN/cm?,
Omax = 4,26 kN /cm?

Spannungsverteilung fiir Lastfall II: Koordinaten des Punktes P beziiglich
der Hauptachsen mittels Transformationsmatrix: 7p = ypcosa + zpsina =
-2,73cm und (p = —-ypsina + zpcosa = 8,50 cm; Tragheitshauptradien:
ip = 12,01cm und ¢, = 2,88cm; Koordinaten der Schnittpunkte der ent-

sprechenden Nulllinie mit den Hauptachsen: nil = —(1;—122 = 3,04cm und

= —(%2 = -16,97cm — NL zufolge Normalkraft in P schneidet Quer-
schnitt - P liegt aufierhalb des Kerns des Querschnitts — es treten sowohl
Zug- als auch Druckspannungen auf

BEISPIELSAMMLUNG FESTIGKEITSLEHRE
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3. Kolloquium WS2013/2014
3. Beispiel: Biegelinie

Angabe:

Gegeben ist ein Balken mit Abmessungen und Belastung geméfs der nachstehenden Abbildung.
Der Balken weist eine Biegesteifigkeit E1, auf und ist einseitig elastisch gestiitzt, mit der Feder-
konstante c¢,,. Weiters ist der gegebene Balken als schubstarr anzunehmen und der Temperatur-
unterschied zwischen Ober- und Unterseite des Balkens betrigt AT = 0.

Gesucht:

1. Ermitteln Sie die Biegelinie w(x) zufolge der gegebenen Belastung durch Integration der
Differentialbeziehungen der Balkentheorie.

2. Berechnen Sie die Stelle z, an welcher das maximale Biegemoment M, auftritt, und werten
Sie die Funktion M, (z) an dieser Stelle aus.

Hinweis: Die Losung einer allgemeinen quadratischen Gleichung ax?+bx+c =0, mit a + 0, lautet

x12 = (=bx Vb? -4ac)/2a.

Losung
EF1 -+ =q(x)=q(2-
S =-Q.(v) = q(2:1: - —) +C4
Eld— =-M,(x) = q(:zc2 ) +Chz + Cy
Ef‘é—w EIgo(x) q( 24e)+01 22 +Cox + C
ElTw(z) =q(5 120£)+C’1 5 +C‘22 +Csz + Cy

Randbedingungen:
w(z=0)=0 - (C4=0
M,(z=0)=0 - (=0
M,(z=0)=0 - () =-24&
Q.(z=0)=—cow(r="0) —» Cy=2Ela, 2L
S w(z) = q [:1:_4_ xd ~ S5a30 +(2E1q . 23q€3)‘$]
S EIL12 1200 36 3¢ 360

An der Stelle des maximalen Biegemoments gilt @, = ¢(2x- zz) W =0—>x(Mpax) = (2 - g) (=
047250 > My oy = (1= 2 ) g2 = 0,1881 g2
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3. Kolloquium WS2012/2013
3. Beispiel: Prinzipien der virtuellen Arbeiten

Angabe:

Gegeben ist ein ideales Fachwerk. Die Fachwerkstidbe weisen einen Elastizitdtsmodul E, eine
Querschnittsfliche A und einen linearen Wérmeausdehnungskoeffizienten ar auf (sieche Abbil-
dung). Das Fachwerk ist durch eine im Knotenpunkt d angreifende Einzellast P, belastet. Wei-
ters erfihrt Stab (2) eine Erwdrmung um AT = 35K und der Knoten b eine eingeprégte vertikale
Verschiebung wy, = 3 mm.

‘ 4,0m 3,0m
\ \ \
=l
< a
= 5K
S
=
E = 5000kN /cm?
[ A=10cm?
ar =2,5-107°K!
z ® d
(@]
§>b" wa
Gesucht:

1. Ermitteln Sie mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Verschiebungen alle Knotenpunktver-
schiebungen und Stabkrifte.

2. Kontrollieren Sie die vertikale Verschiebungskomponente des Knotenpunkts d mit Hilfe des
Prinzips der virtuellen Kréfte.
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Losung:

Das Fachwerk besitzt 2 Freiheitsgrade: ug (<) und vy (1)

Ny = EASL Ny = EA(82 - arAT),N; = EASE

All = —%ud + gvd, Alg = %ud + %Ud, Alg = —Vg + Wy

Durch Einsetzen ins PvV erhélt man das folgende Gleichungssystem in u,; und vy:

1 3
g Ug = gOéTAT
1 1 4 1_ 120
(g+§)'vd = gaTAT+§wb+ﬂ

mit der Losung: ug = 2,625-1073m, vy = 6,571 - 103 m.
Daraus ergeben sich fiir die Stabkrafte: Ny = 18,43kN, Ny =24, 57kN, N3 = -89,29kN.

Mit 0Ny = 0Ny = 0, N3 = =0P, 0B, = =0P und durch Anwendung des PvK am reduzierten
System erhélt man vy = w, — Alz = 6,571 - 1073 m.

reduziertes System zur Bestimmung von wvjs
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2. Kolloquium WS2012/2013

3. Beispiel: Querschnitt unter Normalkraftbeanspruchung

Angabe:
Gegeben ist ein dreiteiliger Querschnitt geméaft Abbil-

dung. Die Querschnittswerte fiir die Querschnittsteile (1)
und (2) sind in der Abbildung gegeben. Der Querschnitt ist
belastet durch eine exzentrisch angreifende Normalkraft
N = -200kN, wodurch die Biegemomente M, = 1400 kNcm
und M, = 1000 kNcm hervorgerufen werden.

Gesucht:

1. Bestimmen Sie die Haupttragheitsmomente des
gegebenen Querschnitts.

2. Berechnen Sie die Lage der Nulllinie und stellen Sie
diese graphisch (mafsstablich!) dar.

3. Ermitteln Sie die Extremwerte der Normalspannun-
gen und geben Sie deren Lage an.

4. Stellen Sie jene Tangenten an den Querschnitt gra-
phisch dar, die fiir die Ermittlung des Querschnitt-
kerns notwendig sind.

Losung:

e Schwerpunkt: yg =0, Zg = 15,35 cm,

e Haupttragheitsmomente: I,(= I,)) = 5704,64 cm?,
I(=1.)=433,33cm?, I,:(=1,,) =0

e Nulllinie: £ = 9,40, d = 14,05 cm

e Extremwerte: 0,4 = —18,75kN/cr1127 OxB =
10,46 kN /cm®

e Querschnittskern: Tangenten 1-1 bis 4-4 notwendig,
Tangenten 5-5 und 6-6 nicht notwendig (symmetri-
scher Querschnitt)

BEISPIELSAMMLUNG FESTIGKEITSLEHRE
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3. Kolloquium WS2011,/2012
3. Beispiel: Prinzipien der virtuellen Arbeiten

Angabe:

Gegeben ist ein ideales Fachwerk. Die Fachwerkstidbe weisen einen Elastizitdtsmodul E, eine
Querschnittsfliche A und einen linearen Warmeausdehnungskoeffizienten o auf (siehe Abbil-
dung). Das Fachwerk ist durch eine im Knotenpunkt b angreifende Einzellast P, belastet. Weiters
erfahrt Stab (1) eine Erwérmung um AT =20K.

P,=120kN b

E = 5000 kN /cm?
A =10 cm?
ar=2,5-107K"!

4,0m

3,0m 3,0m

Gesucht:

1. Ermitteln Sie mit Hilfe des Prinzips der virtuellen Verschiebungen alle Knotenpunktver-
schiebungen und Stabkréfte.

2. Kontrollieren Sie die vertikale Verschiebungskomponente des Knotenpunktes b mit Hilfe
des Prinzips der virtuellen Kréfte.

Losung:

Freiheitsgrade in den Knotenpunkten: u, (—) and v, (1), Knoten a und ¢ sind unverschieblich
PvV: —[E?A(%va + %ub) - EAozTAT](é&)b + §5ub) - %(%vb - %ub)(‘glévb - (5%%) + BPyouy =0

= =2 (2arAT + £) = 0,01875m = 1,875 cm, v, = 22 - 2a7 AT = 0,0015625m = 1,563 mm
— Al =0,0125m, Aly = -0,01m; N, = 100kN, N, = ~100kN

Kontrolle von vy: (X H)p =0, (XV)y=0 = N3 =N, = %(531,

PVK: —Al - 26B, - Aly- 26B, + 1308, =0 = @, = 2(Aly + Aly) = 0,0015625m v/

BEISPIELSAMMLUNG FESTIGKEITSLEHRE




2. Kolloquium WS2011/2012
2. Beispiel: Normalspannungen

Angabe:

Gegeben ist ein Stabquerschnitt (siehe Abbildung), der durch eine im Querschnittsschwerpunkt
angreifende Normalkraft N = 200,0kN sowie durch die Biegemomente M, = 80,0kNm und M, =
120,0 kNm belastet ist. Die Blechstérke betriagt ¢ = 2cm und sdmtliche Abmessungen beziehen
sich auf die Mittellinien.

10 15 |
===
10 /
(
157 ['\P|S
i [ cm |
§
10 N
===+
Gesucht: z vz

1. Berechnen Sie die Hauptflichenmomente 2. Ordnung des gegebenen Querschnitts.
2. Ermitteln Sie die Lage der Nulllinie und stellen Sie diese graphisch dar.

3. Berechnen Sie die Extremwerte der Biegenormalspannungen o, im Querschnitt und mar-
kieren Sie die zugehorigen Querschnittspunkte am Angabeblatt.

4. Liegt der Punkt P im Kern des Querschnitts?

Losung:

Schwerpunkt: 75 = -9,09 cm

Hauptflaichenmomente 2. Ordnung: I, = 28267,67 cm?;
I, =9275,15cm* Nulllinie: k£ =4,505; d = —4,8215cm

-
y
Extremwerte der Biegenormalspannungen:
A(10,09/-7,5) — 0,4 =-13,81kN/cm?
B(~1591/185) = 0,5 = 27,18kN /cm?
Der Punkt P liegt nicht im Kern des Querschnitts:
v 63,28
P(9,09/0) —» fp=-—=-—"22-909 - 75, =-6,96cm
M n

Ek =0 - Cn =00
Die zum Punkt P zugehorige Nulllinie ist parallel zur z-Achse und schneidet den Querschnitt bei
y =—6,96 cm.
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3. Kolloquium WS2009,/2010
2. Beispiel: PvV fiir ideale Fachwerke

Angabe:
Gegeben ist ein ideales Fachwerk mit der Belas-

tung P = 100 kN. Alle Stébe besitzen die gleiche
Dehnsteifigkeit FA = 10° kN. Zusétzlich wirkt auf
Stab (2) eine Temperaturdifferenz mit aAT = 5 -
10~*. Im Lager c ist eine Verschiebung @, = 20 mm
eingepragt.

Gesucht:

1.

sowie alle Stabkréfte mittels des Prinzips der
virtuellen Verschiebungen.

Ermitteln Sie die Verschiebungen uy und vy %
a

Uberpriifen Sie die Verschiebungskomponen- ‘
te ug mit dem Prinzip der virtuellen Krifte |
unter Anwendung des Reduktionssatzes.

Losung:

Ny = EASL Ny = EA(S2 - arAT) Ny = EAS2 Al = ug, Aly = vg,
Als = %ﬂc + %vd - %ud. Durch Einsetzen ins PvV erhélt man das folgende Gleichungssystem
in ug und vg:

161 12 9 _
—_— Uy - — v = _.uc
500 ¢ 125 ¢ 125
161

ot 120 = 9T,

mit der Losung: ug = 4.46 - 1073m, vy = 3-1075m, und den Stabldngendnderungen: Al; =
4.46 - 1073m, Aly = 3-1075m, Alz = 9.35 - 1073m. Daraus ergeben sich fiir die Stabkrifte:
N; =111.5kN, Ny = -49.3k N, N3 = 187k N.

Mit 0A, =0B,=0B, =0N5=0, 6A;, = -0H, ANy = 0H und durch Anwendung des PvK am
reduzierten System erhélt man ug = Aly = 4.46 - 1073m.

reduziertes System zur Bestimmung von uy

§B,
-«
5B,
@
SA, SH
—>0 @D a@_5

%
SA, Ud
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2. Kolloquium WS2009,/2010
1. Beispiel: Trager unter Querkraft- und Normalkraftbean-

spruchung

Angabe:

Gegeben ist ein dreizelliger Hohlkastenquerschnitt der durch eine Kraft P, = 100 kN und eine
Zugkraft P, = 150 kN beansprucht wird. Die Blechdicke ¢ = 1,0 cm ist {iber den gesamten Quer-
schnitt konstant. Die Querschnittskennwerte des Trégers konnen der nebenstehenden Tabelle
entnommen werden.

P,
&
[ a a | %0 G
| | S x
| | [MaBe in m]
- ! | I
| |
y @ @ P, — 150 kN
| | = P, = 100kN
‘ / I, = 148268 cm*
I, = 57758 cm*
< Blechdicke: 1,0 cm
a=20cm
Gesucht:

1. Berechnen Sie an der Einspannstelle des Trégers fiir den gegebenen Querschnitt die Lage
der Nulllinie und geben Sie diese als Funktion der y-Koordinate an.

2. Berechnen Sie an der Einspannstelle des Trégers fiir die gegebene Beanspruchung die grofs-
te Zug- bzw. Druckspannung und markieren Sie die zugehorigen Querschnittspunkte am
Angabeblatt.

3. Berechnen Sie die Kernfliche des Querschnitts und tragen Sie die Koordinaten der Kern-
punkte in einer Skizze ein.

4. Berechnen Sie den Schubspannungsverlauf im Querschnitt zufolge Querkraft und stellen
Sie diesen sowohl qualitativ als auch quantitativ dar.

BEISPIELSAMMLUNG FESTIGKEITSLEHRE




Losung:

e Die Biegemomente M, und M, berechnen sich fiir unter der gegebenen Belastung zu:

M, =-100-100 + 150 - 30 = =5500 kNcm

Die Gleichung der Nulllinie berechnet sich gemiif Gleichung (16.26) des Ubungsskriptums

Zu:

2=-0.70y + 14.80

M, =150-10 = 1500 kNcm

mit [,, =0, tany, = —0.27 und der Querschnittsfliche A =273.14 cm?.

Unter Beriicksichtigung der Zugkraft P, berechnet sich die grofste Druck- bzw. Zugspannung
im untersten bzw. obersten Punkt des Querschnitts zu:

Pkt. A (0/40):

Mit den Quadraten der Trégheitsradien Zg = 211.46 cm? und 73 = 542.83 cm? ergeben sich
die Kernpunkte des Querschnitts zu (sieche Abbildung):

Unter Ausnutzung der Symmetrie des Querschnitts ergeben sich die Schubspannungen zu-
folge Querkraft wie folgt:

Korrektur der Grafik:
K, =(-10.57/0)

0, = —0.93kN/cm”

Pkt. B (0/-40): o, = 2.03kN /cm”

K

=

K

K,

K

Ki:
Ky:
K3:
Ky
Ks:
Kg:

(10.57/0)
(5.29/13.57)
(-5.29/13.57)
(0/-10.57)
(-5.29/-13.57)
(5.29/-13.57)

Der Wert der Schubspannungen im oberen horizontalen Blech betrigt -0,27.
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3. Kolloquium WS2008,/2009
2. Beispiel: Virtuelle Arbeitsprinzipien fiir Fachwerke

Angabe:
Gegebenst ein ideales Fachwerk mit Einwirkungen laut Abbildunglun
Tabelle. Alle Stabe besitzen die gleiche Dehnsteifigkidt

T
P = 200kN Va
EA = 100000kN
w, = 6mm g
2 O
Gesucht:
1. Ermitteln Sie die Verschiebungskomponentgrund v, mit dem
Prinzip der virtuellen Verschiebungen. Berechnen Sie Sthh-
krafte.
2. Kontrollieren Sie die Verschiebungskomponentenit dem Prin- 25m
zip der virtuellen Krafte unter Anwendung des Reduktiamsss. X i

Losung:

1. Verschiebungskomponenten und Stabkréfte

A€1=—’Ua +Eb, A€2=—%+%7 A€3:—%+\%

Vg =9,69mm, wv.=0,776 mm
N; =-73.88KkN, N;=104,48kN, N3=-17836kN

2. Kontrolle:
Das reduzierte System besteht lediglich aus dem Stab().
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Abschnitt V

STABTHEORIE - QUERKRAFT UND TORSION
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2. Kolloquium WS2020/2021

4. Beispiel: Schub zufolge Torsion — geschlossener Querschnitt
Angabe:

Gegeben ist ein dreizelliger Hohlquerschnitt mit einer konstanten Profildicke ¢ = 0,6 cm sowie
der Abmessung a = 9cm. Auf den Querschnitt wirkt ein Torsionsmoment M7 = 1800 kNcm. Die
Bemafungen beziehen sich auf die Profilmittellinien.

A‘j
N P ——————— e - |
s A< T
|
1 MT !
a ' ¢t
: [\ 7?57‘
| y |
S :— ———————————————— 4
| S !
I z :
a t7‘:7‘ : :
| | |
N :_ __________ :___________'
& + v
a a

Gesucht: Bestimmen Sie den Schubfluss F; in [kN/cm]| im Schnitt A. Die positive Wirkungs-
richtung des gesuchten Schubflusses F.. entspricht der Wirkungsrichtung der Laufvariable s.

Losung:

Fiir den linken (2) und rechten (3) unteren Kastenquerschnitt gilt aufgrund der vorliegenden
Symmetrie: F, 5 = F; 3. Das Blech zwischen beiden Querschnitte tibertragt damit keine Schub-
kraft und kann somit, da statisch nicht relevant, weggelassen werden. Aufgrund der dadurch
entstandenen Symmetrie um die y-Achse gilt: F; jpen, = Frunten, damit tragt auch das mittlere
horizontale Blech keine Schubbelastung. Damit ergibt sich der Schubfluss im Schnitt A-A zu:

MT MT MT 1800 kNcm
_ _Mr_ - 27778 kN
24,  2(2a-2a) 82 8 (9cm)z /em

F, =
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2. Kolloquium WS2020/2021
5. Beispiel: Schubspannungen zufolge Torsion —

offener Querschnitt
Angabe:

Gegeben ist ein offener Querschnitt mit konstanter Blechdicke ¢t = 1,0cm und der Abmessung
a = 12,0 cm, welcher durch ein Torsionsmoment M = 35,0 kNem belastet wird. Die Bemafungen
beziehen sich auf die Profilmittellinien.

Gesucht: Bestimmen Sie die maximale Schubspannung 7,,,, in [kN/cm?| im Querschnitt.

Losung:
Der Drillwiderstand eines offenen Querschnitts ist gegeben zu:
5

1
[T = §leh? = éa-tg’
Damit ergibt sich fiir die maximale Schubspannung am Rand des Querschnitts:

MT 6MT 6 - 35kNcm

-t(s)

Tmax =

Ir

=3,5kN/cm?

" bat2  5-12cm- (1,0cm)?
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2. Kolloquium WS2020/2021

6. Beispiel: Schubmittelpunkt
Angabe:

Gegeben ist ein offener Querschnitt mit konstanter Blechdicke ¢ = 1,2 ¢cm und den Abmessungen
b=12cm und h =20 cm. Das Tragheitsmoment I, kann berechnet werden zu: I, =t [%bi” + 2hb2].
Die Bemafungen beziehen sich auf die Profilmittellinien.

AL

Gesucht: Bestimmen Sie die Koordinate z; des Schubmittelpunktes.

Losung:

y(s) ® o

©) Y <—§> , 5 9

\©

— I 1m Clpp

1 1
2 2

Der Schubmittelpunkt errechnet sich zu:

1 1
I =t [éjb?’ + 2hb2] =1,2cm- [; -(12em)® +2-(20cm) - (12 Cm)2] =17971,2 cm?

ynm =0

2-2 (1 1
M= 25T t(ghb3+1h2b2) =
_QOCm B 2.2
2 17971,2 cm?

1 1
1,2cm - (g 20cm - (12cm)?® + 1 (20cm)? - (12 cm)2) =-16,92cm
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2. Kolloquium WS2020/2021

7. Beispiel: Schubspannungen zufolge Querkraft —
geschlossener Querschnitt

Angabe:

Gegeben ist ein geschlossener Querschnitt mit konstanter Blechdicke ¢ = 1,0cm und der Ab-
messung a = 15cm, welcher durch eine Querkraft (). = 7T0kN belastet wird. Die Bemafungen
beziehen sich auf die Profilmittellinien.

r 7777777777777777 1 5?
a I !
2 \*8 }
C T n|a
Y |||Y |
AllA m=5 || |
Y<— | /F/—/— | K
|
| |
|
| ? | |a
|
| |
e N
# +
2a

Gesucht: Bestimmen Sie die Schubspannungen 7 in [kN/cm?| im Schnitt A. Die positive Wir-
kungsrichtung der gesuchten Schubspannung 7 entspricht der Wirkungsrichtung der Laufvaria-
ble s.

Losung:
Das Tragheitsmoment [, kann berechnet werden zu:

I, = Z[eig,i + ZAi (2 - z5)2
~(2a+t)(2a+1)3 _2(2a—t)(a—t)3 ~
12 12
@ 5e1)t(2415-1)(15- 1)
12 12

2(2a—t)(a—t)(g)2

1 2
~2(2-15-1)(15- 1) (55) - 18022,4167 cm?

Die statischen Momente ergeben sich zu:

1|a-t -a -a?-t -a?-t
3 3 11
2| af2-t -ja -za*t —ga*-t

Damit folgt die Schubspannung im Schnitt A zu:

Q: g __ T0kN
I,-t7%* " 18022,4167cm?-1,0cm

TA = —

11
._(g) - (15%-1,0) cm® = 1,2016 kN /cm?

BEISPIELSAMMLUNG FESTIGKEITSLEHRE




2. Kolloquium WS2020/2021

8. Beispiel: Schubspannungen zufolge Querkraft —
offener Querschnitt
Angabe:

Gegeben ist ein offener Querschnitt mit konstanter Blechdicke ¢t = 1,1 cm und der Abmessung
a = 14 cm, welcher durch eine Querkraft ), = 25kN belastet wird. Die Tragheitsmomente I, und

I, lassen sich berechnen zu: I,,, I, = 25—4a3t, das Deviationsmoment zu [, = %a3t. Die Bemafungen
beziehen sich auf die Profilmittellinien.

Gesucht: Bestimmen Sie den Schubfluss F; g in [kN/cm| im Eckpunkt B. Die positive Wirkungs-
richtung des gesuchten Schubflusses F p entspricht der Wirkungsrichtung der Laufvariable s.

Losung:
Die statischen Momente ergeben sich zu: Damit folgt der Schubfluss im Eckpunkt B zu:

‘ Ai zi i 142122 Azzyz Sy(s)  S:(s)
L st 5 5§ %t %2 —t —t
Q-1 Q:1y 3Q. _ 3-25kN

Frp=-—0 5 (s) + —2 5 () = =222 = - - ~1,3393kN
o o) T Ty T i em fem
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2. Kolloquium WS2020/2021

9. Beispiel: Schubspannungen zufolge Querkraft — Integration
Angabe:

Gegeben ist ein offener Querschnitt mit konstanter Blechdicke ¢ = 1,2 cm, welcher unter einer

Querkraft @), den dargestellten Schubspannungsverlauf aufweist. Alle Bemafsungen beziehen sich
auf die Profilmittellinien.

Q- l
] 41 kN /cm?

30,0 cm +1,56 kN /cm?

ﬁ +1,04kN/cm?

15,0 cm

Gesucht: Berechnen Sie den Wert der Querkraft @), in kN, welche am U-Profil (1, = 10817,28 cm?)
den dargestellten Schubspannungsverlauf hervorruft.

Losung:
Die Integration erfolgt mittels der Regel von Simpson:

Qz=tf7=1,2-%-(1,O4+4-1,56+1,04)m50kN
h
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Ersatzkolloquium WS2020,/2021
1. Beispiel: Schub zufolge Torsion —

geschlossener Querschnitt
Angabe:

Gegeben ist ein zweizelliger Hohlquerschnitt mit einer konstanten Profildicke ¢ = 1,0 cm sowie
der Abmessung a = 15 cm. Auf den Querschnitt wirkt ein Torsionsmoment My, welches im Schnitt
A-A eine Schubspannung von 74 = 5kN/cm? hervorruft (die positive Wirkungsrichtung entspricht
der Laufkoordinate s). Die Bemafungen beziehen sich auf die Profilmittellinien.

2a

Gesucht ist das Torsionsmoment My in [kNem)].

Losung:

Fiir den linken (1) und rechten (2) Kastenquerschnitt gilt aufgrund der vorliegenden Symmetrie:
F.1 = F.5. Das Blech zwischen beiden Hohlkasten iibertragt damit keine Schubkraft und kann
somit, da statisch nicht relevant, weggelassen werden. Das Torsionsmoment ergibt sich zu:

My =742A,t = 748¢%*t = 5kN /em - 8- (15cm)? - 1,0 cm = 9000 kNem
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Ersatzkolloquium WS2020,/2021

2. Beispiel: Schubspannungen zufolge Torsion —

offener Querschnitt
Angabe:

Gegeben ist ein offener Querschnitt mit konstanter Blechdicke ¢t = 0,8 cm und der Abmessung
a =22 {a) cm, welcher durch ein Torsionsmoment M7 = 80kNcm belastet wird. Die Bemafungen
beziehen sich auf die Profilmittellinien.

Gesucht ist die maximale Schubspannung 7., in [kN/cm?| im Querschnitt.
Losung:
Der Drillwiderstand eines offenen Querschnitts ist gegeben zu:
1 3 3
IT = g lehl = 0,8a-t

Damit ergibt sich fiir die maximale Schubspannung am Rand des Querschnitts:

My My 80 kNem
mazr = -1 = = = 771023 kN 2
B T 1) = 082 T 08 22em - (0.8em)? /em
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Ersatzkolloquium WS2020,/2021

3. Beispiel: Schubmittelpunkt
Angabe:

Gegeben ist ein offener Querschnitt mit konstanter Blechdicke ¢ = 1,2 cm und der Abmessungen
a = 30 cm. Die Bemalkungen beziehen sich auf die Profilmittellinien.

#t
/II/ /II/
2a
Gesucht ist die Koordinate z; des Schubmittelpunktes.
Losung:
A=B
y(s) @ )
@ Y 4—? ©
—b
b Z
a(s)
1 1
+1hb —Lnpb

Das Tréagheitsmoment und der Schubmittelpunkt errechnen sich zu:

2
I, =2ta® + Zta® = §ta3
3 3

ym =0

2 1 :
_ (an_cﬂ) __oa_ srd0em e osem

= g - —t
e T 8 8
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Ersatzkolloquium WS2018/2019
1. Beispiel: Schubspannungen zufolge Querkraft und Torsion

Angabe:

Gegeben ist ein Querschnitt, der durch eine exzentrisch angreifende Querkraft @), belastet wird.
In den zwei Punkten (&) und (8) des Querschnitts ist die Gréfe und Richtung des Schubflusses zu-
folge Querkraft bzw. Torsion bekannt (siehe Abbildung). Die Querschnittsabmessungen sind der
nachstehenden Abbildung zu entnehmen. Die Profildicke ist in allen Querschnittsteilen konstant
mit ¢ = 2cm. Hinweis: Beachten Sie die Symmetrieeigenschaften des Querschnitts.

20 | 20

I

! [ — i

®\ : "o

: 1| N

S IR O I

! 1

|

D I —
z

F; o [kN/cm)] F;r [kN/cm]

y S
FA, = 2,8i @ = $ iFfQ =28 Flr = 0,31T ® é(\i iFTJ?T =0,31
z

z

Gesucht:
a. Berechnen Sie die Querschnittswerte I, I, und /..
b. Bestimmen Sie die Querkraft @),.

c. Bestimmen Sie das Torsionsmoment My und die daraus resultierende Exzentrizitdt e, des
Angriffspunktes der Querkraft (), zum Schubmittelpunkt.

d. Stellen Sie den Schubflussverlauf des gesamten Profils

e zufolge der Querkraft ().,
e zufolge des Torsionsmomentes M7y und

e zufolge der Uberlagerung der Querkraft @, mit dem Torsionsmoment My dar.
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Losung:

_ 7 _ (.2cm)*  (3scm)t ;
a. I, =1, = =5 - =5~ =85546,6 cm*
I,.=0
b. Anwenden von Symmetriebedingungen fithrt zu F; . (y = 0,2 = +20cm) =0 < S, =0 und
somit zu einem offenen Querschnitt.

SHP = —20 em 2 em 20 em - 20 cm 2 em 10 em = —1200 cm?

A,B kN . 4
__50Q- _ Lol ly . 28Gp8hha66cmT
Fro.=-747 = Q.= =iz = - = o ~ 199,609kN

¢. Mr(Q)=2A,F,r(G)=2(40cm)?0,31 5N — 992 kNem
Mr(Q) =-Mp(C) =-992kNem

ley| = T4 ~4,96972cm

d' * 7,Qz (y = 07 Z = :|:20 Cm) = O
|Fro.(y=+20cm, z = +20cm)| = 1,8615_11;11

horizontale Profilbleche: linearer Schubflussverlauf (weg von der Symmetrieachse)
vertikale Profilbleche: quadratischer Schubflussverlauf (nach unten, in z-Richtung)

(Skizze nicht dargestellt)
o F.p=const= 0,315—}}]1( )
(Skizze nicht dargestellt)
o Fl.(y=0,2=-20cm) = 0,3115—51 (gegen die y-Richtung)
F.(y=+20cm,z = +20cm) = 1,556% (in mathematisch positive Dreh-Richtung)
FA(y =+20cm, 2 = 0) = 2,498N (i > Richtung)
F(y=0,2=+20cm) = 0,31%3{—51 (in y-Richtung)
F(y=-20cm,z = +20em) = 2,176 KN (im Uhrzeigersinn)
FB(y=-20cm, z =0) = 3,11 5N (in >-Richtung)
(Skizze nicht dargestellt)

e. Punkt
kN ;5 kN
Tmazx = 278(:%};# = 1,55510?—1151

die Schubspannungen sind iiber die Dicke konstant

(Skizze nicht dargestellt)
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2. Kolloquium WS2018/2019
2. Beispiel: Schubspannungen zufolge Querkraft und Torsion

Angabe:
Gegeben ist ein rechteckiges Hohlkastenprofil (1, = 40% cm?) mit einer Belastung F' = 40kN
(siche Abbildung).

F <L«> in [mm)]
2
: v
1 R e
l 5 i =
y | : N
| 9 |
| I— ) S I ‘ V
A
z
Gesucht: 202

a. Zeichnen Sie den Schwerpunkt S und den Schubmittelpunkt M am Angabeblatt ein.

b. Bestimmen Sie den Schubflussverlauf und stellen Sie diesen fiir das gesamte Profil grafisch
dar. Hinweis: Beachten Sie die Symmetrieeigenschaften des Querschnitts.

c. Beweisen Sie durch Integration der Schubspannungen, dass die Querkraft (), die Schubspan-
nungsresultante ist.

d. Markieren Sie jene Stelle im Querschnitt, an welcher die betragsméfig grofste Schubspannung
auftritt und bezeichnen Sie diesen Punkt mit (4). Stellen Sie die zugehdrige Schubspannungs-
verteilung entlang des Schnittes normal zur Profilmittelline dar.
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Losung:
a) S =M =(0/0) (Schnittpunkt der Symmetrieachsen)
b) Schubflussverlauf:

1. Schubfluss zufolge Querkraft: (bei Ausnutzung der Symmetrie kann der bereits /4 = 10 N

halbierte Querschnitt nochmals halbiert werden und man erhélt einen offenen
Querschnitt) o=
Juiertel — 1000 1.4 2

Yy 3 o2 o
Punkt (1): g
Sy = [ #(s)tds =10cm0,2cm 5 cm = 10 cm? 9

viertel S Y
From = _& Igime?@ = —10@12313 = 0,3kN/cm
Punkt (2):
Sy@ = [ 2(s)tds =10cm0,2cm5cm + 5cm 0,2 cm 10 cm = 20 cm?® S
Q;}iertel S i m3 50

FT,Q@ = — I;ierte? ©) = - 10@2(?1;4 = % kN/Cm = 0,6 kN/Cm in [mm)]

2. Schubfluss zufolge Torsion: (aus Antimetriegriinden ist der Schubfluss im Mittelblech gleich
0, daher erfolgt die Berechnung fiir einen geschlossenen einzelligen Hohlquerschnitt)
Mrp=2-(Y;Aui-Fri)=2-(10,1cm-20cm - F jipps + 10,1cm - 20cm - Fr pechrs)
mit F‘r,links = FT,rechts = FT,T fOlgt
40kN - 10,1cm = 808cm? - F = F.r= %kN/cm =0,5kN/cm

FT‘Q @ FT‘T @ F,—
0.3 0,5 05 0,8

-— — - H -~

0,2

12 i i 01

R O e
0.3 05 0.5 08 0.8 0.2
0,2
[kN/cm] [kN/cm]| [kN /cm]

¢) [ 7o.hds = [ F,ds :2%0(0,3+4-0,6+0,3) +%(0,6+4-1,2+0,6) - 40kN
d) @ =(10.2cm <y <10.0cm, z = 0)

F, +F
T@ = Tpy = % - % = O,55kN/cm2 0,55 kN/cm2
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Ersatzkolloquium WS2017/2018
2. Beispiel: Schubfluss zufolge Querkraft und Torsion

Angabe:

Gegeben ist ein dreizelliger Stahlquerschnitt mit einer Blechstarke von ¢t = 2,5c¢m, der durch
zwei Kréfte £y ; = 1I0MN und F,» = 5MN beansprucht wird (siehe Skizze). Die Abmessungen
sind auf die Profilmittellinien bezogen.

B 200 L 200 L 200 _
FA
W 1
3 § F y,1
: ] QS-Werte
: A
& = S I, = 9,0-107 cm?
P — (ap]
Y ! I = 24,0107 cm?
S
- Y Fyo
-
z in [cm]
Gesucht:

a. Berechnen Sie den Schubflussverlauf zufolge Querkraft entlang der Blechmittellinien und
stellen Sie diesen unter Verwendung eines geeigneten Mafstabs grafisch dar.

b. Berechnen Sie den Schubflussverlauf zufolge Torsion entlang der Blechmittellinien und stellen
Sie diesen unter Verwendung eines geeigneten Mafsstabs grafisch dar.

c. Berechnen Sie den Schubflussverlauf zufolge Uberlagerung von Querkraft und Torsion entlang
der Blechmittellinien und stellen Sie diesen unter Verwendung eines geeigneten Mafsstabs
grafisch dar.
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Losung:
Lastaufteilung: @), = 15 MN = 15000kN, und My =10-150 - 5- 150 = 750 MNcm = 750000 kNcem

a.
Fy = 0 wegen Symmetrien.

b.
Al = A2 = A3 = 60000 cm?.

S, |em3|  Frg [kN/cm]
0 0 0 9501 - 9502 - 9503 =400
1 | -112500 7,03 Jer, = Je,, =120
2 0 0 Lineares Gleichungssystem
3r | —212500 13,28
30 | —37500 9.34 11 10 st 6,25
_ O 1 0 -1 F., 0
31 250000 15,63 3 1o ; =
B -1 = -1 -1 F. 0
4 262500 16,41 3 )
0 -1 30 -1 1000GY 0
und somit F; = F 3 =193kN/cm, F, 5 =2,38kN/cm
- und 1000GY = 4,06746 kN /cm
v ® ©
® C.
. ©® ©) Uberlagerung von a. und b.
Schubfluss zufolge Torsion -18,79 ~18.01 —15,21
Schubfluss zufolge Querkraft ﬁ Eﬁi ﬁ @ ?_8’96
: ¢ s i
= < [P MK i T T Zg § i -193
‘ @ @ 703 1,93 0,45 0.45 1,93 EZE ;ﬁ
1563173 28 [kN/cm] 2,38 28 : s
16,41 — l7 — @ . @ E,DIO
1,93 [kN/C;] 1,93 1—@/ P
14,03 1325
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2. Kolloquium WS2017/2018
2. Beispiel: Schubmittelpunkt und Schubspannungen

Angabe:
Gegeben ist ein durch eine Querkraft belasteter Querschnitt und dessen Querschnittswerte laut
Abbildung und Tabelle. Die Abmessungen sind auf die Profilmittellinien bezogen.

14,55 cm IQ — 95 kN

T —| T Querschnittswert
| uerschnittswerte
Profildicken kMD |
; o ! = A = 43,44 cm?
= L,Z2¢m |
t® o Y = S[_|| |= I, = 27013cm*
=0, cm 1 o]
® &’ o = I, = 807,0cm?
t@) = 1,2cm e :
— | I,,= -579,5cm?
== L
® 1z
7,55 cm
Gesucht:

a. Ermitteln Sie die Koordinaten des Schubmittelpunkts y,, und zj;.

b. Ermitteln Sie den Verlauf des Schubflusses entlang der Profilmittellinie des Flansches (1) und
stellen Sie ihn grafisch dar.

c. Ermitteln Sie den Verlauf der Schubspannungen entlang des Schnittes des Flansches (1) mit
der z-Achse und stellen Sie diesen grafisch dar.
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Losung:

a. Schubmittelpunkt:
mit yp = -3,71 cm und zg = -7,58 cm

[ z(s)a(s)t(s)ds =-3607,16 cm®

L

[y(s)a(s)t(s)ds=-42544 cm® = yy =-7,13 cm, zp = —4,07 cm
L

b. Schubfluss im Flansch:

Q. =25kN, I, =2701,3 cm?, I, =807,0 cm?, I, = -579,5 cm? F.(s.)

Fy(s) =—-0,01094- S, (s) - 0,00786 - S, (s) Fo(s)

Sy(sp) =—-66,17 cm?, S,(sp) = 62,88 cm3 = F,(sp) = 0,23 kN/cm

Sy(s.) =-132,34 cm?, S,(s.) = 62,24 cm® = F,(s.) = 0,96 kN/cm ® o
c. Schubspannung im Schnitt der z-Achse mit dem Flansch

Sy(s,) =-98,60 cm?, S,(s,) =70,50 cm3 = F,(s,) =0,52 kN/cm j ¢

7@ = % =0,44 kN /cm? (positiver Wert nach rechts zeigend)

Mp=Q.-e=25-342 =855 kNem (positiv im GUZS) ? M

I =17,298 cm?

™ = MT 1,2 =5,93 kN /cm? (zeigt oben nach links, unten nach rechts) i

TS = TM - 7@ =5,49 kN/cm? (Wirkungsrichtung nach links) g res

rres =1M 4+ 7@ =6,37 kN/cm? (Wirkungsrichtung nach rechts) 7—5
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Ersatzkolloquium WS2016,/2017
3. Beispiel: Schubfluss und Schubspannungen

Angabe:

Gegeben ist ein fiinfzelliger Stahlquerschnitt mit einer Blechstdarke von ¢ = 25 mm, der durch
eine Querkraft ), = 15MN beansprucht wird (siehe Skizze). Die Abmessungen sind auf die
Profilmittellinien bezogen.

2,0 2,0 2,0
A
i
P
| - y QS-Werte
Qy S A
< 3 = = I,= 9,3-10" cm*
y ! I, =24,3-107 cm4
Ov\
v
z in [m]

Gesucht:

a. Berechnen Sie den Schubflussverlauf entlang der Blechmittellinien und stellen Sie diesen (un-
ter Beriicksichtigung der physikalischen Wirkungsrichtung) grafisch dar.

b. Ermitteln Sie den Schubspannungsverlauf im Schnitt A— A und stellen Sie diesen mafstéblich
dar.
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FPv=-2.8,(s) =-6,173-1075 - S.(s;) kN /em

A; Yi S 38 F2 (s4)

cm?  cm cm? cm? kN/cm
@" 375 300 112500 112500 -6,94
®" 250 250 62500 175000  -10,80
®" 250 150 37500 212500 @ -13,12

A; Yi Sz XS, FrQy(Sf) F&(s;)

em? cm  cm? cm? kN/cm  kN/cm
»° 125 100 12500 12500 -0,77 -4,89
O* 125 100 12500 12500 -0,77 -0,77
@re 25000 -1,54 -5,66
® 250 50 12500 37500 -2,31 -6,43
@% 250 -50 -12500 25000 -1,54 -5,66
®" 125 -100 -12500 -12500 0,77 0,77
OF 12500 <077 -4.89
@ 250 -100 -25000 -12500 0,77 -3,35
@ -212500 13,12 13,12
ar 225000 13,80 9,77
G 250 -50 -12500 -237500 14,66 10,54
® 250 50 12500 -225000 13,89 9,77
®" 212500 -13,12 -13,12
@ 12500 0,77 73,35
® 250 100 12500 0 0 -4,12

@h

@h @h @rc @ @h @rc @rc @rc

a. Schubflussverlauf zufolge Querkraft

10,80 13:12 10954 13,12 44

b. Schubspannungsverlauf im Schnitt A - A

- ﬂ/g,?? 9?77$’ col
6,9 133 ] 133 | 6 o 054 4,22 kN fem?
i T x 7o', = 192 = 4,22kN /cm?
T [kN/cm] | ) ‘
| 4890 [lem = 1| 1489 T
| 0,77 o7 !
X,,,,, === == 566 43 5,660 o
Berechnung der Integrationskonstanten
(s
¢ Fl(sf ds 200.(_2.1,54-4-2,31+2-13,89+4-14,66) 2469.13
— _ __6 ) ) ) ) _ s _ _
Fro= $ayds 2-(100+200) =00 = 412 kN/cm
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3. Kolloquium WS2016/2017
1. Beispiel: Schubspannungen

Angabe:

Gegeben sind drei Querschnitte (QST, QSII und QSIII), welche jeweils durch eine Querkraft
von @, = 100kN beansprucht werden. Die Abmessungen in [cm| sind der nachstehenden Abbil-
dung zu entnehmen. Die Profildicke ist in allen Querschnitten bzw. Querschnittsteilen konstant
mit ¢ = 2cm. Die Querschnittswerte von QST und QSIII sind in der unten angefiihrten Tabelle

ersichtlich.

Us Zs I, I, I,
[cm)] [cm] [cm?] [cm?] [cm?]
QSI 10 10 26693,33 26693,33 -16 000
QS1I
QSIII 20 20 85413,33 96 053,33 0

Gesucht:

1. Berechnen Sie die Querschnittswerte von QSII.

2. Bestimmen Sie die Schubmittelpunkte von QSI, QSII und QSIII und zeichnen Sie diese in

die obige Abbildung ein.

3. Ermitteln Sie die Schubspannungsverteilungen in den Schnitten A-A von QSI, QSII und
QSIII, und stellen Sie diese grafisch dar.
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Losung:

1. Querschnittswerte von QS II
Us =13,33cm;  zg=20cm; I, =74720cm*; I, =42693,33cm*; I, =0cm?

2. Schubmittelpunkte
y = 10em; %"= -10cm  (Schnittpunkt der Profilmittellinien)
y]%[SH =Ys+ 1 2 [ z(s)a(s)t(s)ds = -30,46cm (Verldufe 1t. Abbildung); ZI%SH = Ocm (auf
Symmetrieachse)

y]%SIH = 0cm; ZJ%SIH = 0Ocm (= Schwerpunkt - Doppel-
symmetrie!)

3. Resultierende Schubspannungen

MY‘?SI =0kNem  — Tﬁil = 0kN/cm? A=B 5 —20cm
Sy(A-A) =-400cm?; S.(A-A) =800 cm? ? 6/

E. (A A) szzsy(AI/zL QIzIyzSZ(A A) _ -0,465 kN/Cm 800 cm?

Tr%?( A-A) =0,232kN/ crn2 (positiver Wert nach links zei- [ ® /gl20em
gend) a(s) QSII z(s)

Mr=@Q. (yp—yn) = 1713kNem (positiv im GUZS)

IT=§.3.40.23=320cm4
T et (A-A) = A = 189 = 10,706 kN /em”

TSZSH(A—A) = —stﬁy(f'A) =- (10704)7'(26?200) = 0,535kN /em” (positiver Wert nach rechts zeigend)

rBtheben A A) = 10,171 kN /em?; 7@t (A_A) = 11,241 kN /em?

QSIH(A A) = 0kN/cm? (zufolge Symmetrie); MY(?SIH = @, 20 = 2000kNem (positiv im
GUZS)
¥ III(A—A) T]%SIH(A A) = =0,313kN/cm? (positiver Wert nach rechts zeigend)

LGS LQSII LQsTIL

res rca res

10, 1712
0,232% %0313
an,m

in [kN/cm?]
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Ersatzkolloquium WS2015/2016
1. Beispiel: Schubspannungen — offener Querschnitt

Angabe:

Gegeben: Der dargestellte offene, diinnwandige Querschnitt ist durch eine hinsichtlich des Schub-
mittelpunktes exzentrisch wirkende Querkraft (), = 100 kN belastet. Die Querschnittsabmessun-
gen bzw. Querschnittswerte sind der Abbildung bzw. der Tabelle zu entnehmen.

100 le
/\V ¥
11 I |—~— ------- —I ..... | %
8
Zs |l A = 331 cm?
AA : AA Yg = 148 cm
M 180 Zg = 810 cm
4 9s I, =1878,7 cm®
: I, = 189,8 cm*
i I,,= 88,5 cm?
|
11 I E-—=- 1. - L
A
70
zV in [mm]

Gesucht:

1. Ermitteln Sie die Koordinaten des Schubmittelpunktes M (yas/zar)-
Hinweis: Beziehen Sie sich bei Ihren Berechnungen auf die Profilmittellinien.

2. Berechnen Sie den resultierenden Schubspannungsverlauf {iber die Profildicke im Schnitt
A — A zufolge der gegebenen Belastung und stellen Sie diesen in physikalisch positiver
Wirkungsrichtung mafsstéablich dar.

BEISPIELSAMMLUNG FESTIGKEITSLEHRE




Losung:

1.1 Koordinaten des Schubmittelpunkts yyr und zps

I,=1878,7cm?; I,=189 8(:m4 I, =88,5cm!

%_1 077102 em™t; 7l = 1,088 103 em™; 7255 =5,075- 10" em ™!

fy(s) a(s) -t(s) ds=13%-(-63)- (2 5,52 -1,48)-1,1-7=-772,93 cm®
(-63)-9,9-1,1-7=-2401,25 cm?

[ 2(s)-a(s)-t(s)ds = g
yar = yp + - [ 2(s) - a(s) - 1(s) ds—Iyijﬁj,gz S y(s)-a(s)-t(s) ds =
=-1,48+1 088 1073 - (-2401,25) - 5,075-10™*- (-772,93) = —-3,70 c;
v =2 - e [ y(s)-als) - 1(s) ds + 525 - [ 2(s) - als) - #(s) ds =
= —8,1-1,077-10°2- (=772,93) + 5,075 - 104 - (~2401,25) = =0,99 cm

1.2 Resultierender Schubspannungsverlauf im Schnitt A - A
Sy(S)=(7-1,1)-99+(9,9-0,8)-4,95 = 115,43 cm3;  S,(5) =(7-1,1)-2,02+(9,9-0,8) - (-1,48) =

3,83 cm?
T/?ZA = —(Iy.lz_?gz).t(s) (=L - 8,(8) + L. - S.(9)) = —34;2‘;.078 - (-189,9 - 115,43 + 88,5 - 3,83) =

-7,73kN/cm? 1
My = Q.-¢ = 100-(=0,78) = ~78 kNem;  Ip = 23N 143 = 1.(10-1,13+18-0,8%+7-1,1%) = 10,614 cm’?

Taly = FE1(S) = 757 - 0,8 = =5,88kN/cm? (entg. pos. Wirkungs- 7 4 [kN /em?

richtung) 1,85 3 i
Ths = |TA A| ~|rA™ | = 1,85 kN/em? (in pos. Wirkungsrichtung) \ 13,61
TA 4 e =+ 174 = 13,61 kN /em? (in pos. Wirkungsrichtung)
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3. Kolloquium WS2015/2016
1. Beispiel:
Schubspannungen in geschlossenen Hohlquerschnitten

Angabe:

Gegeben: Die beiden dargestellten diinnwandigen Hohlquerschnitte weisen die Form eines gleich-
seitigen Dreiecks auf, wobei Querschnitt 2 zusédtzlich durch Bleche verstarkt ist. Die Dicke der
aufseren Bleche betrégt 0,8 cm, jene der Verstidrkungsbleche 0,4 cm. Die auf die Profilmittellinien
bezogenen Abmessungen bzw. Querschnittswerte sind der Abbildung bzw. der Tabelle zu entneh-

men. Beide Querschnitte sind jeweils durch eine hinsichtlich des Schubmittelpunktes exzentrisch
wirkende Querkraft @), = 100 kN belastet.

Hinweis: Beachten Sie die Symmetrie der Querschnitte und beziehen Sie sich bei den Berechnun-
gen stets auf die Profilmittellinien.

Querschnitt 1 Querschnitt 2 QS1
Zs = 9,774 cm
A= 48,00 cm?
I,= 1600,89 cm*
; I.= 1600,00 cm®
QS 2
Zg = 5,892 cm
A= 55,46 cm?
_ _ I,= 1662,37cm?
in [cm] z in[cm] I,-= 1633,38cm?
Gesucht:

1. Bestimmen Sie die Schubspannungen zufolge Querkraft und Torsion fiir den gesamten
Querschnitt 1 und stellen Sie den resultierenden Schubspannungsverlauf (inklusive der
physikalischen Wirkungsrichtungen) entlang der Profilmittellinien mafstéblich dar.

2. Um wieviel Prozent kann man die Verwindung ¢} durch das Anschweiften der Verstarkungs-
bleche (siche Querschnitt 2) im Vergleich zum unverstirkten Querschnitt (Querschnitt
1) verringern?
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Losung:

Mr =@, -10=1000 kNcm

1. Schubspannungen zufolge Querkraft und Torsion (Querschnitt 1)

Aus Symmetriegriinden gilt hier F; o = 0kN/cm, wenn die Laufkoordinate s in die Symmetrieachse
gesetzt wird.

A; i Sy(s))  2S,(si) 7"
cm? cm cm? cm? kN /cm?
©) 8 -5,774 -46,19 -46,19 3,61
@ 8 -1,444 -11,55 -57,74 4,51
©) 8 7,216 57,73 ~0 0+
T = 2-A]1\44~£(s) = 2-1713[?(2)(1)0,8 =3,61kN/cm?

7,22

7,22

|
|
|
|
@
\,\ i /_i
N | 7
\ 1 7’
\‘\_ | /,
\_‘j
©)
_4A2 aa7321% 4 - My _ 0,625
Ir = FhhG) S T 1600 cm =  Ugsi= G =G rad/cm

2. Prozentuale Verringerung der Verwindung 1 durch die Aussteifung
Aus Symmetriegriinden ist der resultierende Schubfluss im vertikalen Verstéarkungsblech = 0,
daher erfolgt die Berechnung fiir einen zweizelligen Hohlquerschnitt (siehe Abbildung).

10+20)-8,66 ) _ 108,66 _ . _ _ 7R, _ _ =0 _
Ay = U030 129 9em?; Ay = 10550 = 43.3em?; fi, = 43+ 3% = 75; f, = B3+ 3% =50; [, =
10
= =25
04

2-129,90 2-43,30 0 Fry 1000 R 7
75 —25  —2-1299|-| F.o [=| 0 LA
-25 50 -2-43,3 G- 0 A
o2 = "W rad/em = 120810987 = ~13%
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Ersatzkolloquium WS2014/2015
3. Beispiel: Normal- und Schubspannungen

Angabe:

lQZ = 150kN

o . . O _

Gegeben ist ein diinnwandiger, offener Quer- ¥~ T T o S— — >
schnitt geméf der nebenstehenden (nicht maf- B + ¢
stiblichen) Abbildung. Die Profilgeometrie ist ¥ ~ | @
der Abbildung zu entnehmen. Der Querschnitt : =
ist durch ein Biegemoment M, = —80 kNm, durch 25
eine Normalkraft N = 200kN (wirkt im Schwer- |
punkt), sowie durch eine Querkraft @), = 150 kN He R
(Wirkungslinie geméf Abbildung) belastet. L 200 ‘ 200 | )

1 i —

z,z

Gesucht:

1. Berechnen Sie die die Schwerpunktskoordinate z, des Querschnitts sowie dessen Haupttrag-
heitsmomente.

2. Ermitteln Sie die Stelle und den Wert der maximalen Druckspannung.

3. Ermitteln Sie den Schubfluss fiir die in der Skizze markierten Punkte (1) bis (3) und stellen
Sie diesen grafisch dar. Beziehen Sie sich dabei auf die Querschnittsmittellinien.

4. Stellen Sie die Schubspannungsverteilung entlang eines Schnittes normal zur Profilmittelli-
nie im Punkt (2) grafisch dar.

Losung:

exakt: Z; = 6,9cm @ | 6,99
Proflmittellinien: Z, = 6,80882 cm

I, =13910,6cm?, I, = 16035,2cm?, I, = 0cm? @ 719
Maximale Druckspannung im Punkt 3): |

Omin = 1oz — Toes - (30-6,9) = —12,22kN /cm? |

Fi(s) = =% +5,(5) |

Sy(s1) = -648cm? — F(s1) = 6,99kN/cm? |

Sy(SQ) =-667cm? — FT(SQ) = 7, 19 kN/cm2 l [kN/cm]

Sy(s3) =0cm?® - F.(s3) = 0kN/cm? ©
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3. Kolloquium WS2014 /2015
2. Beispiel: Schubspannungen

Angabe:

Gegeben ist ein diinnwandiger, offener Querschnitt mit abschnittsweise konstanter Profildicke
geméfs Skizze, der durch eine Querkraft @), = =50 kN (Wirkungslinie verlduft durch den Schub-
mittelpunkt) und ein Torsionsmoment M7 = 105 kNem belastet wird.

Querschnittswerte:
A = 19,20cm?
I, = 76,72cm? y -
I, = 923,40cm?*
I, = 0,00 cm*
Materialkennwerte:
E = 21000,00kN/cm?
v = 0,30
Gesucht:

1. Ermitteln Sie die Koordinaten des Schubmittelpunkts des Querschnitts im y,2- Koordina-
tensystem.

2. Ermitteln Sie den Schubfluss fiir die in der Skizze markierten Punkte (1) bis (7) und stellen
Sie diesen grafisch dar. Beziehen Sie sich dabei auf die Querschnittsmittellinien. Beweisen
Sie durch Integration der Schubspannungen, dass die Querkraft @), die Schubspannungsre-
sultante ist.

3. Markieren Sie jene Stelle im Querschnitt, an welcher die betragsméafig grofste Schubspan-
nung auftritt und geben Sie diese an. Stellen Sie die zugehorige Schubspannungsverteilung
entlang eines Schnittes normal zur Profilmittellinie grafisch dar.

4. Berechnen Sie die Verwindung ¢ des Querschnitts. Durch das Anschweifien eines zuséatz-
lichen Bleches soll diese reduziert werden. Wie konnte ein solcher Querschnitt aussehen?
Argumentieren Sie!
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[ry(s)a(s)t(s)ds=0,8-[%2-36(6+2-10,5)] = 972 cm?
2y = —1,875 - 52= - 972 = -3,98 cm — Koordinaten Schubmittelpunkt M (0/ - 3,95 cm)

923,40

Schnitt 1-1

i)
\\/\/CP
£
FT(S):_&'SZ(S) '\ N
I, q, ERN N>
A =Y (oo
% (fé’) \
T
N

Bei offenen Querschnitten: Kein Schubfluss zufolge Torsion!

Qy=[aToydA=— [ Tpotds = =272 - (2,68 +4-1,52) - 2. (22,68 +4-3,27) = -50kN v/
Ir=3%-(2-7,5-0,8°+12-0,6%) = 3,424 cm*

Um festzustellen, an welcher Stelle die gréfste Schubspannung auftritt, sind Schnitt 1-1 und 2-2
zu untersuchen.

Schnitt 1—1: Tindy = 3557 - 0,8 = 24, 53kN /em?, 7@ = 58 = 3,35 kN /em?

Schnitt 2 - 2: Tody = 7957 - 0,6 = 18,40kN /cm?, 7€ = % = 5,44kN /cm?

Timaz = 24,53 + 3,35 = 27,88 kN /cm? (Punkte (3) und (5) auf der Innenseite des Querschnitts)

G = 2.?1188?3) =8077kN/cm?, ¢ = % =379,67-10"°rad/cm

Wird ein Blech zwischen Punkte (1) und (7) angeschweift, handelt es sich um einen geschlossenen
Querschnitt, dessen Drillwiderstand I um ein vielfaches grofser ist als jener des offenen Quer-
schnitts.
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Ersatzkolloquium WS2013/2014
2. Beispiel: Normal- und Schubspannungen

Angabe:

Gegeben ist ein diilnnwandiger, offener Querschnitt geméf der nachstehenden (nicht mafstabli-
chen) Abbildung. Der Querschnitt ist durch ein Biegemoment M, = 75kNcm, durch eine Normal-
kraft N = 10kN, sowie durch eine Querkraft @), = 45 kN belastet. Die Flachenmomente 2. Ordnung
I, und I, sind ebenfalls der Abbildung zu entnehmen.

I, = 13743 cm?
Qy I. = 50556 cm*
I, =7

Mafe in [cm]

Gesucht:
1. Ermitteln Sie die Stelle und den Wert der maximalen Druckspannung.

2. Ermitteln Sie den Schubspannungsverlauf entlang der Profilmittellinie zwischen den Punk-
ten A und B und stellen Sie diesen grafisch dar.

Losung: ©=A
I,,=-2-20-3-19-9 = -20520 cm?, k = -0,4059,
d = -3,7994cm = Punkt (17,5cm/ — 19cm)
mafgeblich: maximale Druckspannung
o, =—-0,1122kN /cm?

Pkt s, S. F, 00189 K
[cm3] [cm3] [kN/cm] [kN/cm?]
0 0 0 0 0 *
-406,13 541.,5 0,1466 0,0489 |
—0,2067
2 -541,5 1083,0 -0,6201 -0,2067  7(s) [kN/cm?|
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3. Kolloquium WS2013/2014
2. Beispiel: Schubspannungen

Angabe:

Gegeben sind drei Querschnitte (QSI, QSII und QSIII), deren Abmessungen (in cm), Flachen-
momente 2. Ordnung und Belastungen der nachstehenden Abbildung bzw. Tabelle zu entnehmen

sind. Die Profildicke ist in allen Querschnitten bzw. Querschnittsteilen konstant, ¢ = 1 cm.

QST: QS II: QS III:
y L 20 Y 20 | 7
' o ' o '
ALLLIA T o AL lA; = ALl Lo
. . Y
‘ OS Y ? | 10 | 10
Y : ' : i 1T ]
—_— T —_—] T o |
Q Q Q
z z z z z
375 ZS Iy [z [yz Q
|cm]| [cm] [em”| |em”| |em”| [kN]
QSI 15 15 1668,33 1668,33 —1000 50
QS1II 10 13,33 2668,33 4670,00 0 50
QS III 10 10 6003,33 5338,33 0 50

Gesucht: Ermitteln Sie die Schubspannungsverteilungen in den Schnitten A-A von QSI, QSII

und QSIII, und stellen Sie diese grafisch dar.
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Losung:
Querschnitt I:

Wirkungslinie von @ durch Schubmittelpunkt, d.h. My = 0; F,(s) = Q”I”ngy(jz:%]”&(s), Qy
~50kN, S, (A-A) = ~100cm?, S.(A— A) = 50cm?® - F,(A— A) = ~0,4650 kN /cm — 7Q(A - A)
0,4650 kN/cm2 (positiver Wert nach oben zeigend); 7(A - A) =79(A- A)

Querschnitt II:

Schubmittelpunkt (z.B. A = B im unteren Eckpunkt)'
yu =0, 2m = 25 = 7 [Ly(s)a(s)t(s)ds = 6,67 - 355 - 1

2.200- (-10) = 15,24 cm a(8)  gp0cm?
Mr = Q- (2m - zB) = 423,5kNem (positiv im Uhrzei-
gersinn); Iy = £ -3-20-1% = 20cm?* — 7TRand(4 —
Ay =351 = 21,4250kN/cm ; TOA - A) = ~S=0) o
_(=50)- 100 10cm

501 = L,O707kN/ cm? (positiver Wert nach unten zei-
gend); T(A-A)=7Q9(A-A)+7T(A-A)
Querschnitt III:
Schubmittelpunkt im Schnittpunkt der beiden Symmetrieachsen; 7¢(A - A) = 0 (zufolge Symme-
trie); My = @-10 = 500 kNem (positiv im Gegenuhrzeigersinn), 77(A-A) = % =0,6250kN /cm?
(positiver Wert nach unten zeigend); 7(A—-A) =77(A- A)

0.4650 kN /em? 20,3543 kN /cm?
1: 2: : .
QS QS Q53 0,6250 kN /cm?
22,4957 kN /cm?
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Ersatzkolloquium WS2012/2013
3. Beispiel: Schubspannungen zufolge Querkraft

Angabe:

Gegeben ist ein vierzelliger Stahlquerschnitt mit einer Blechstéarke ¢ = 20mm, der durch eine
Querkraft @), beansprucht wird. Das Flachenmoment 2. Ordnung um die z-Achse betragt I, =
1,93 x 108 cm*.

2,0 m 2,0 m 2,0 m
FA
. LA
= 3
2 ?
Q, ~ 100MN[  — s
- A
Y
g
o8
Y

iZ

Gesucht:

1. Berechnen Sie den Schubflussverlauf entlang aller Blechmittellinien und stellen Sie ihn
graphisch dar.

2. Berechnen Sie den Schubspannungsverlauf entlang des Schnitts A — A und stellen Sie ihn
graphisch dar.

Losung:
7.25 8793 8304 8793 7,25
7,787 7,787
4,66 4,66
1,006 1,006

_— — — — =— _— —— —— — — — — = — — —

4,152 kN /cm?

e —————
S ———
~
%

— - — — —

AAAAAAA
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3. Kolloquium WS2012/2013
1. Beispiel: Torsion offener dilnnwandiger Querschnitte

Angabe:

Gegeben ist ein Stabquerschnitt, der

durch eine Querkraftkomponente ), belas- 10 20

tet ist (siche Abbildung). Q-

e Die Koordinaten des Querschnittsschwer- Y == tiv_ =
punkts lauten im g-z-Koordinatensystem y =1 <tl A |
5(10,00/6,33) [cm ] 10 Bk S RS |
Die Flachenmomente 2. Ordnung lauten: - : 20
I, =5003cm?*, I, = 15077 cm? t1 |
und 7, = -1500 cm? t2l>_:_<]
Fiir die Querkraft @, gilt: @), = 50kN
Weiters gilt: ¢; = 2cm und ¢, = 3cm. [ em ] | *

Gesucht:

1. Ermitteln Sie die Koordinaten des Schubmittelpunkts des Querschnitts im y-z-Koordinaten-
system.

2. Markieren Sie jene Querschnittsteile, in denen die maximalen Torsionsschubspannungen
auftreten und stellen Sie den Verlauf der Torsionsschubspannungen entlang eines Schnittes
normal zur Profilmittellinie in so einem Querschnittsteil mafsstablich dar.

Losung:

Die Koordinaten des Schubmittelpunkts lauten: y,; = =5,95cm, 2z, = —11,597 cm

Die maximalen Torsionsschubspannungen treten in den beiden vertikalen QQuerschnittsteilen auf:
My = (-10+5,95) - Q. = —202,5kNem; Ir = § ¥ ;4 = $30- 23 + 30 - 33 = 350 cm?

TRand = 2253 = 1,736 kN /cm?

1 1,736 kN /cm?

BEISPIELSAMMLUNG FESTIGKEITSLEHRE




3. Kolloquium WS2012/2013
2. Beispiel: Schubspannungen in geschlossenen Querschnitten

Angabe:

Gegeben ist ein Stabquerschnitt, der durch zwei Querkraftkomponenten @, und @, belas-
tet ist (siehe Abbildung). Der Abstand des Querschnittsschwerpunkts vom Ursprung des 3-z-
Koordinatensystems betriagt ys = zg = 10,61 cm.

L, 30 |Qz = 100 kN

~ - - - - - - |——
y S | Qy = 100kN
- N oS |!
|
30 Q |
NN : t = 20mm
N
N I, =1, =20410cm*
Iy, = —10706 cm*
[Cm] Z" ‘_
z

Gesucht:

1. Berechnen Sie die Schubspannungen und stellen Sie den Schubflussverlauf entlang der Mit-
tellinien graphisch dar.

Losung:

Der Querschnitt und auch die Belastung sind symmetrisch. Dadurch ergibt sich My = 0. Weiters
folgt daraus, dass der Schubflussverlauf im schrégen Querschnittsteil linear und in den beiden
anderen Querschnittsteilen quadratisch sein muss.

Wiéhlt man die eingeschlitzte Stelle des geschlossenen Profils und damit den Ursprung der Laufko-
ordinate s an einem Schnittpunkt mit der Symmetrieachse, so ergibt sich aufgrund der Symmetrie
von Anordnung und Belastung: 7y =0

S,(s1) = 30,0 (~3,11) = —93,3 cm3
S.(s1) = 30,0 (~10,61) = ~318,3 cm?
- T(s1)=4,24kN/cm - 7(s7) = 2,12kN/cm?
S, (52) = 93,3+ 30,0 11,80 = 263,4 cm®
S.(s9) =-318,3+30,0-(-10,61) = -636,6 cm?
- T(s2) =3,85kN/cm — 7(s2) = 1,92kN/cm?
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3. Kolloquium WS2011/2012
2. Beispiel: Schubspannungen zufolge Torsion

Angabe:

Gegeben ist ein geschweifstes Stahlprofil (siehe Abbildung), mit der Querschnittsfliche A und
den Hauptflichenmomenten 2.0rdnung I, und I, (siehe Tabelle). Die Profilabmessungen in der
Abbildung sind in Millimeter angegeben und beziehen sich auf die Profilmittellinien. Im betrach-
teten Querschnitt wirkt ein Torsionsmoment mit My = 15kNm (siehe Abbildung).

50
5 a @ | [mm]
\‘ N
-1 = Il = = T =]
A= 175 cm? vl ,%,,,,,,,,,SJ! & 777777? 777777 1l 2
| | —_—
I, = 77760 cm® ‘ i BB " &
| 20 | 20 ‘
I, = 54404,6 cm* : | 20 !
L] L] Lo N
vz
L 50 | 225 | 225 | 50 |
Gesucht: ’ i | | |

1. Bestimmen Sie die Koordinaten des Schubmittelpunkts (yas/zar).

Hinweis: Es ist giinstig, die Punkte B und A so zu wdhlen, dass bei der Berechnung der In-
tegrale moglichst wenig Flachen zu tberlagern sind (Symmetrieachse und/oder Schnittpunkt
maglichst vieler Mittellinien).

2. Stellen Sie den Verlauf der Torsionsschubspannungen in den Schnitten A-A bzw. B-B gra-
fisch dar.

Losung:
Schubmittelpunkt: yy; = 0cm (Symmetrie), zy; = =14,30 cm
Ip = 33143 = 5(55- 13+ 3-20 - 2%) = 178,33cm?

TA-A = Tra55 - | = 8,41kN/cm?

TB-B = 117%07393 -2 =16,83kN /cm?

A-A: B-B:

2
8,41kN /cm? 16,83kN/cm

=
>

8,41kN/cm?

16,83kN/cm?
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2. Kolloquium WS2011/2012
3. Beispiel: Schubspannungen zufolge Querkraft

Angabe:
Gegeben ist der Querschnitt eines Briickentragers, der durch eine Querkraft (), beansprucht

wird. Der Abstand des Schwerpunkts vom Ursprung des y-z-Koordinatensystems betragt zZg =
1,7143 m.

le = 15,0 MN
K w1~
t ’L’* ] l i
I 4%
\ /Sv @S g
Y \/ I g”
¢ e | r
A , | \
% iz:é X
3,0 m m

, 8,0 3,0m
Gesucht:

Berechnen Sie die Querkraftschubspannungen und stellen Sie den Schubflussverlauf entlang der
Mittellinien graphisch dar.

Losung:
Einwirkende Schnittgrofse: @, = 15000 kN
Tragheitsmoment: I, = 4,4497m* = 4,4497 - 108 cm*

Statisch unbestimmter Schubfluss:
¢ T 5kds = ~288,875kN /em

) ﬁds =400 - Ty =0,722kN/cm

T: | T |
7,657 6.21 | 1,914 155 |

NV\@}Q N&l 0, 5y8

7657¢ N\ el J iss2a 1,914(\ mzm

[kN/cm?]
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Ersatzkolloquium WS2010/2011
2. Beispiel: Schubspannungen

Angabe:

Gegeben ist der dargestellte Briickenquerschnitt, der durch zwei Einzelkrifte P, und P» beansprucht wird
(E=210000 N/mm?, ©=0,3, Pj=4 MN, P,=16 MN, t=3,0cm, z,=108,65cm, ,=2,4268 - 10% cm*). Die Be-
malungen beziehen sich auf die Mittellinien der Bleche.

40m 4,0m 40m

- - ‘|
- L i}

- -
-

A
X S
N Pi=4 MN P>=16 MN .

A
A

rﬁ@ 3

‘ -

-
!

S

3,0m

A

|A

-

‘

2t

|
A

Gesucht: ’ .t

1. Berechnen Sie den resultierenden Schubspannungsverlauf im Schnitt A.

|
|
|
|
[
[

t

2. Ermitteln Sie die Blechdicke fiir einen Querschnitt ohne aussteifende Bleche (Bleche mit Wandstérke t),
sodass bei gegebener Belastune dieselbe Verwindung wie fiir den gegebenen Ouerschnitt entsteht.

Losung:

1. Schubspannungsverlauf im Schnitt A
Q. =20MN, Myp=24MNm (pos. Drehrichtung: im Uhrzeigersinn)

Schubfluss zufolge @), :

A;=1200cm?, S, =229620cm?, 79 =-18,92kN/cm

Schubfliisse zufolge My:

Y™ = T =432 43kN/m,  T,'" = 567,57kN/m; o = 5,2981rad/m
Resultierende Schubspannung (konstant iiber Dicke):

TA =TQ + Ty = —3,15+ 0,95 = -2,20kN /cm? =2,20kN/cm?

2. Blechstérke fiir einzelligen Querschnitt mit 9 = 5,2981 rad /m
J=Mr mit Ip=4 - n=6329em
h(s)
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2. Kolloquium WS2010/2011
3. Beispiel: Ermitteln der Lage des Schubmittelpunktes

Angabe:
0. 12
Gegeben ist ein Stabquerschnitt, der durch eine vh
Querkraftkomponente (), belastet ist (siche Abbildung). T
|
e Die Koordinaten des Querschnittsschwerpunkts lauten im i DHQ 10@
y-z-Koordinatensystem S (—4,1/ 4+ 0,0) [cm | | 5}
|
e Das Flichenmoment 2. Ordnung um die - A 40
y-Achse ist zu I, = 37023 cm* gegeben. Y=y
e Fiir die Querkraft Q. gilt: Q. = 50kN ot 2
. . B ! 10 [ cm ]
e Weiters gilt: ¢, = 2cmund £, = 1,5cm. 'Ly :
_* vy 4
. z zZ
Gesucht sind

1. die Koordinaten des Schubmittelpunktes des Querschnitts im y-z-Koordinatensystem.

2. Geben Sie die Koordinaten jenes Querschnittspunkts an, an dem die maximale Schubspannung
auftritt. Bezeichnen Sie diesen Punkt mit (a).

3. Stellen Sie den Verlauf der Schubspannungen entlang jenes Schnittes normal zur Profilmittellinie
maBstablich dar, der durch den Punkt (a) geht.

Losung:

1. Koordinaten des Schubmittelpunktes: A (10,78cm/0cm)

2. Punkt mit der maximalen Schubspan- 3. Verlauf der Schubspannungen entlang
nung: des Schnittes durch ()
: : 2771 T [kN/Cm2]
<—-I(>—o S
L 4,21
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2. Kolloquium WS2009,/2010
1. Beispiel: Trager unter Querkraft- und Normalkraftbean-
spruchung

Angabe:

Gegeben ist ein dreizelliger Hohlkastenquerschnitt der durch eine Kraft P, = 100 kN und eine
Zugkraft P, = 150kN beansprucht wird. Die Blechdicke ¢ = 1,0 cm ist iiber den gesamten Quer-
schnitt konstant. Die Querschnittskennwerte des Trégers konnen der nebenstehenden Tabelle
entnommen werden.

P,
o
[ | 0 L
| | 3 *
| | [MaBe in m)]
- | | s
| |
Yy | i P, = 150kN
| | = P, = 100kN
% I, = 148268
I, = 57758 cm*
< Blechdicke: 1,0cm
a=20cm
Gesucht:

1. Berechnen Sie an der Einspannstelle des Tragers fiir den gegebenen Querschnitt die Lage
der Nulllinie und geben Sie diese als Funktion der y-Koordinate an.

[\

Berechnen Sie an der Einspannstelle des Tragers fiir die gegebene Beanspruchung die grofs-
te Zug- bzw. Druckspannung und markieren Sie die zugehodrigen Querschnittspunkte am
Angabeblatt.

3. Berechnen Sie die Kernflache des Querschnitts und tragen Sie die Koordinaten der Kern-
punkte in einer Skizze ein.

4. Berechnen Sie den Schubspannungsverlauf im Querschnitt zufolge Querkraft und stellen
Sie diesen sowohl qualitativ als auch quantitativ dar.
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Losung:

e Die Biegemomente M, und M, berechnen sich fiir unter der gegebenen Belastung zu:

M, =-100-100 + 150 - 30 = =5500 kNcm

Die Gleichung der Nulllinie berechnet sich gemiif Gleichung (16.26) des Ubungsskriptums

Zu:

2=-0.70y + 14.80

M, =150-10 = 1500 kNcm

mit [,, =0, tany, = —0.27 und der Querschnittsfliche A =273.14 cm?.

Unter Beriicksichtigung der Zugkraft P, berechnet sich die grofste Druck- bzw. Zugspannung
im untersten bzw. obersten Punkt des Querschnitts zu:

Pkt. A (0/40):

Mit den Quadraten der Trégheitsradien Zg = 211.46 cm? und 73 = 542.83 cm? ergeben sich
die Kernpunkte des Querschnitts zu (sieche Abbildung):

Unter Ausnutzung der Symmetrie des Querschnitts ergeben sich die Schubspannungen zu-
folge Querkraft wie folgt:

Korrektur der Grafik:
K, =(-10.57/0)

0, = —0.93kN/cm”

Pkt. B (0/-40): o, = 2.03kN /cm”

K

=

K

K,

K

Ki:
Ky:
K3:
Ky
Ks:
Kg:

(10.57/0)
(5.29/13.57)
(-5.29/13.57)
(0/-10.57)
(-5.29/-13.57)
(5.29/-13.57)

Der Wert der Schubspannungen im oberen horizontalen Blech betrigt -0,27.
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2. Kolloquium WS2009,/2010

2. Beispiel: Trager unter Torsionsbeanspruchung

Angabe:

Gegeben sind drei verschiedene Querschnitte geméfs Abbildung. Querschnitt 1 ist ein dreizelliger
und Querschnitt 2 ein einzelliger Hohlkasten. Querschnitt 3 ist in der Mitte der Tragerunterseite
eingeschlitzt. Alle drei Querschnittstypen sind der gleichen Beanspruchung durch zwei Einzel-

krafte P; und P, unterworfen.

h Bt —konst e p,
QS 2 \b\’\ =

¥ -
Y% 4 [av]

a ‘ a

P, =20 kN

P, =15 kN
a = 20cm

G = 80000 MPa

Gesucht: z

1. Berechnen Sie fiir Querschnitt 1 den Schubspannungsverlauf zufolge Torsionsbeanspru-

chung.

2. Wie grof miisste die Blechdicke von Querschnitt 2 (¢5) bzw. Querschnitt 3 (¢3) gewéhlt
werden, um bei der gleichen Torsionsbeanspruchung wie Querschnitt 1, die gleiche
Verwindung zu erhalten (Anmerkung: Blechdicke ¢, konst. iiber Q.S2, Blechdicke ¢3 konst.

tiber Q53)7?
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Losung:
e Das einwirkende Torsionsmoment berechnet sich zu Mz =20-40 + 15-20 = 1100 kNcm.

e Die drei Forménderungsbedingungen fiir die drei Zellen lauten:

ds
Tl fCl h(s _TQ.ICLQW — 2G'19A1
ds ds
I fcl?h(s +T2.fC2h(s) _T3'f02,3m - 2-G-9- Ay
_ds_ ds
_TQ'sz,g R(s) +Ti”'[cg h(s) = 2:-G-1-A;

: ds ds ds _ds
o Mit fC1 WS) = fC3 m = 9657, [Cb% = 1600, fcl,2 h(s) [023 h(s) = 40. 0 Al = Ag =
40 000mm? und A, = 160000 mm? folgt folgendes Gleichungssystem:

[ 9657 -40.0 0  -2G40000 |( T
~40.0 160.0 -40.0 -2G'160000 || Ty
0  —40.0 9657 -2G40000 || T3

| 80000 320000 80000 0 |l 1.1-107

aus dem sich die gesuchten Schubflul sowie die Querschnittsverwindung wie folgt berechnen:
Ty =T3=17.56 N/mm T =25.59N/mm sowie 9 =1.0507-10"" rad/mm

e Der Drillwiederstand ist I7 = 130865.138 cm?

Querschnitt 2: Umformen der Gleichung (I = (4 * Au)? * t2/(4 * a * (1 +4/(2))) fiir den
Drillwiderstand fiir den einzelligen geschlossenen Querschnitt fiithrt auf hg,“? =10.97 mm.

Querschnitt 3: Umformen der Gleichung fiir den Drillwiderstand fiir den offenen Querschnitt
(Ip = 1/3 % (4 # a* (1+/(2)) * t33) fiihrt auf hg,‘j;’ =126.68 mm.
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2. Kolloquium WS2008,/2009
3. Beispiel: Schubspannungen in einem mehrzelligen Hohl-
querschnitt

Angabe:

Gegebenist ein dunnwandiger dreizelliger Hohlquerschnitt gé&n#€bbildung. Der Querschnitt wird
am linken Rand durch die Querkraftkomponefe= 250 kN und am rechten Rand durch eine Quer-
kraft Q% = 100 kN belastet.

Q! = 250 kN Q? = 100 kN
Y
§} ,,,,, R —
v | =
=
] e ey — =1
1 120 80| 80 120
= : Mafle in [mm] !
‘ Blechdicke b=12 mm im gesamten Querschnitt
A, i A sl | 2z, =16.46 cm
I | G =81000 MPa (1 MPa =1 N/mm’)
3 |
N [— \:‘
Vz
Gesucht:

1. Berechnen Sie die Schubspannung zufolge Querkra®amitt A.
2. Berechnen Sie die Schubspannung zufolge Torsionsmamesahnitt A.

Losung:

Einwirkende SchnittgroBen: @ = 350kN My = 3090 kNcm
Trégheitsmoment: I, = 44989, 6 cm*

Statisch unbestimmter Schubfluss: Ty = —0,39 kN/cm

Schubfluss zufolge Querkraft im Schnitt A-A: Ty = —3,52kN/cm
Schubspannung zufolge Querkraft im Schnitt A-A: 74 = 2,93 kN/cm?

Schubfliisse zufolge Torsionsmoment:

Ty =1,56 kN/cm und Ty = T3 = 1,91 kN/em

e
°

Schubspannung zufolge Torsionsmoment im Schnitt A-A: 74 = 1,60 kN/cm?.
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2. Kolloquium WS2007/2008
2. Beispiel: Schubspannungen zufolge Querkraft

Angabe:

Gegeben ist ein dreizelliger Hohlquerschnitt (QS1) mit einer konstanten Profildicke (b =2 cm)
und ein Vollquerschnitt (QS2) geméf Abbildung (a = 30 cm). Auf beide Querschnitte wirkt in
der z-Achse eine Querkraft )z = 100 kN.

QS1 Q= QS2 Q=

y
-x—

\ Yz
Gesucht:

1. Geben Sie fiir beide Querschnitte (QS1 und QS2) die Koordinaten des Schwerpunkts im

y-Z System an.

2. Stellen Sie den Schubspannungsverlauf fiir beide Querschnitte (QS1 und QS2) graphisch
dar. Es kann angenommen werden, dass sich die Schubspannungen konstant iiber die Breite
verteilen.

3. Kontrollieren Sie Thre Ergebnisse (QS1 und QS2) durch Bestimmung der Querkraft @5 aus
den berechneten Schubspannungen.

Losung:
2. hd Sl(gvz):SQ(g72):S(0715)
e [, = 75808 cm*; symmetrisch, aufschneiden: T; = —(-6.656)/51.213 = +0.130 kN /cm

e QS1:2-2.0 [%0(0.362 +4-0.510 +0.362) + %%(0.232 +4-0.442 + 0.232)] ~ 100kN
QS2: Q. = [, 7wz dA =603 (0+4-0.083+0) = 100kN

0.232 | Annahme: konst. |

Tmazx

0.083

=
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2. Kolloquium WS2007/2008
3. Beispiel: Schubspannungen zufolge Torsion

Angabe:

Gegeben ist ein dreizelliger Hohlquerschnitt (QS1) mit einer konstanten Profildicke (b =2 cm)
und ein Vollquerschnitt (QS2) geméf Abbildung (a = 30 cm). Auf beide Querschnitte wirkt ein
Torsionsmoment Mz = 30 kNm.

QS1 Mg QS2 Mg~

SNNER

A

Yz \ B
Gesucht:

1. Stellen Sie den Schubspannungsverlauf fiir den Hohlquerschnitt (QS1) graphisch dar.

2. Bestimmen Sie die maximalen Schubspannungen fiir beide Querschnitte (QS1 und QS2)
und markieren Sie in den Abbildungen, wo diese auftreten.

3. Die gemessene gegenseitige Verdrehung des Anfangs- und Endquerschnitts eines 2 m langen
Stabes betrégt 1/10°. Bestimmen Sie den Schubmodul der beiden Querschnitte (QS1 und

QS2).

Losung:

3. [ J A1:A3:450Cm2=>T1=T3; A2:2A1
Gleichungssystem aus Gleichgewichtsbedingung und 2 Vertraglichkeitsbedingungen:
Ty =0.737kN/em, T = 0.930 kN /cm, 2G 0 Ay = 18.028 kN /cm

e QQS1: Tpyap = 0.465 kN /cm? am unteren Flansch
QS2: Tynaz = 0.226 kN /cm? Schnittpunkte der horizontalen Erzeugenden mit z-Achse

e ¥ =x/r=87266-10"rad/cm
QS1: aus 2G O Ay = G =2295.4kN /cm?; QS2: Iy = 370980 cm?, G = 926.7kN /cm?
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Abschnitt VI

STABTHEORIE ~ KNICKSTABE UND STABILITAT
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2. Kolloquium WS2020/2021

10. Beispiel: Knickstab — Versagensarten
Angabe:

Gegeben ist eine Stahlstiitze mit einer Lange L und einem I-férmigen Querschnitt, welche
durch eine Normalkraft ' = 2500 kN belastet wird (siehe Skizze). Die Stiitze kann als perfekter
EULER-Stab 2 modelliert werden. Die Querschnittsflache A = 114 cm?, die Stabldnge L = 900
cm, [, = 8466 cm?, die Materialparameter fiir Stahl sind gegeben mit: £ = 21000kN/cm? und

fy =23,5kN/cm?.

X
!
| N
o
. 'TiT' .
g ]
_ ,,,‘,,, —
|
;;gHZ A

Gesucht:

1. Bestimmen Sie die Versagensart der Stahlstiitze, also ob unter den gewéhlten Annahmen

Stabilitats- und/oder Materialversagen eintritt.

o Es tritt Materialversagen auf.
x Fs tritt Stabilitdtsversagen auf.
o Es tritt weder Material- noch Stabilitétsversagen auf.

o Es tritt sowohl Material- als auch Stabilitatsversagen auf.

Losung:

1. Damit es zu keinem Stabilitdtsversagen kommt, muss gelten |N| < |NV,|.
Fir L =900 cm erhalten wir:

- E- 1, 72-21000- 8466
2 9002
Es kommt also zu einem Stabilitétsversagen.

WNer| = = 2166, 2685 kN < 2500 kN = N/

2. Damit es zu keinem Materialversagen kommt, muss gelten |m,,| ~ |0..| < f,-

N 2500
wal = = = = =21,9298 ~ |0,,| < 23,5 =
70| 1~ 111 |0 fy

Es kommt also zu keinem Materialversagen.

BEISPIELSAMMLUNG FESTIGKEITSLEHRE




2. Kolloquium WS2020/2021

11. Beispiel: Knickstab — Maximales Biegemoment
Angabe:

Gegeben ist eine Stahlbetonstiitze mit Lange L und einem ,Rechteckrohr-Querschnitt, welche
durch eine Normalkraft N = 1800kN belastet wird (siehe Skizze). Die Stiitze kann als imperfekter
EULER-Stab 2 mit Vorverformung ident zur Knickform und wy = 1,5 cm modelliert werden. Die
Querschnittsflache A = 116 cm?, die Stabldnge L = (500) cm, I, = 20443, 67 cm?, die Materialpa-
rameter sind gegeben mit: £ = 21000kN/cm?, und f, = 23,5kN/ cm?.

35

Gesucht ist das maximale Biegemoment M, in [kNcm].

Losung:
Das Biegemoment ermittelt man wie folgt:

d*wg (X))
My =~ ;;2 BT,

_ g (X I6;
wS,f(X)—wS,Om—wo'Sln T m
d2w57f(X) I Sin(ﬂ) (Z)Q 3
dX? 0 L2 L 1-8

S X T ﬁ
My—wosm(T)(Z) .m,E]y

. 1800 kN - (500 cm)?
t = cr d er| = QE_[ L2 =
mit § = N/ Werl wund [Noo| = (2 L) 12 = 5 72.21000kN /cm? - 20443, 67 cm®

Das maximale Biegemoment tritt bei X = L/2 auf und wir erhalten! :

=0,1062

2 2
My:wo(%) li E[y:1,5-(%) -%-E[y:

T
:1 5.
’ (5000

-3
)2 0,1062
m

- 21000 kN /cm? - 20443, 67 cm* = 3020,7398 kNcm
1-0,1062

Imit sin(7/2) = 1
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Ersatzkolloquium WS2020,/2021

9. Beispiel: Max. Normalkraft — kein Stabilitatsversagen
Angabe:

Gegeben ist eine Stahlstiitze mit einer Stabldnge L und einem I-férmigen Querschnitt, welche
durch eine Normalkraft N belastet wird (siehe Skizze). Die Stiitze kann als perfekter EULER-Stab
2 modelliert werden. Die Stabldnge betragt L = 350 cm, I, = 8466 cm?, die Materialparameter fiir
Stahl sind gegeben mit: £ =21000kN/cm?, und f, = 23,5kN/cm?.

X
!
Y
|
===
3 re— |
0
|
A Z

\
LN

Gesucht: Bestimmen Sie die betragsméfig maximale Normalkraft |[N,..| in [kN], bei der kein
Stabilitdtsversagen eintritt.

Losung:
Damit es zu keinem Stabilitdtsversagen kommt, muss gelten [N| < |V

- E-1, 72-21000kN /cm?- 8466 cm?
2 (350 cm)?

V| = [Nomaz| = = 14323,8979kN
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2. Kolloquium WS2017/2018
3. Beispiel: Knickstab

Angabe:
Gegeben ist eine unten eingespannte, 250 cm hohe Stahlstiitze mit kreisrun-

dem Hohlquerschnitt (Aufsendurchmesser d = 8,89 cm, Querschnittsfliche A=
13,2cm? und Tragheitsmoment /=116 cm?*). Die Belastung betragt A'=75kN. X
Der Elastizitatsmodul betrigt £=21000kN /cm?.

T
Gesucht: N J]

W
a. Bestimmen Sie die Knicklast der Stiitze. Kommt es bei der gegebenen Be- ~
lastung zu einem Knickversagen? Bestimmen Sie jene Stabldnge L, bei der ,,O\
die Belastung exakt der Knicklast entspricht. /WS
b. Bestimmen Sie bei einer Vorverformung ident zur Knickform des EULER- L /
Falls 1 (siehe Skizze), mit wy = 2,0 cm, die betragsméfig maximale Span- !
nuNg Max|m,,|. f
c. Zeichnen Sie die Position der betragsméfig maximalen Spannung max|m,.| —7

in der Skizze am Angabeblatt ein. Stellen Sie an dieser Position den Verlauf
von 7., im Querschnitt grafisch dar.

d. Bestimmen Sie fiir die gegebene Belastung die maximale Verformung quer zur Stabachse und
stellen Sie den Verlauf der Vorverformung wg o und der Gesamtverformung wy, in einer Skizze
mafstablich dar.

e. Bestimmen Sie die Maximalwerte von Biegemoment und Querkraft und stellen Sie den Verlauf
des Biegemoments M und der Querkraft Q in einer Skizze majfSstdblich dar.
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Losung:

a.

e.

Knicklast NV, = 96,17kN > 75kN, es kommt zu keinem Knickversagen
maximale Stablange L,,.. = 283,08 cm

. M=-FEIl -w- ( = )2 5 - _681,43kNcm an der Einspannstelle und somit

2L) " 1-8

max|m| = [N|/A+ |M|/I-(d/2) = 31,79kN /cm®

Position: an der Einspannstelle, 7, verlauft linear mit

Twe(Z = =d)2) = 20,43kN /em® und 7, (Z = d/2) = -31,79kN /cm”

- W8,0.maz (X = L) =2,00cm und Wit maz(X = L) = 9,09 cm
10

(o N - W50
8 H—wrot
TF
— 6l
g 5l
3 4t
3t
2' -----------
1' ---------------------------
0 ........................ i
0 0.5 1 . : 1

Mpaz siche Punkt b,
Qo = N T+ (£) - % = -3,34kNcm
=700 ¢

-600

—.-000+

S 400}

—-300}
-200 +
-100 +

0

kNem

0 0.5 1 1.5 2 2.5
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